
  

1 
 

 الاستمرار, المشتقات والتفاضل
 :(Continuity of Functions)استمرار الدوال -1

 aمستمرة في النقطة  aالتي تحوي النقطة  Aعلى المجموعة  لمعرًفةا الدالة يقال إن تعريف :

 :إذا كانت

  = (     2.            موجودة  (     1

 
يجب تحقق  aمستمرة عند  نلاحظ من تعريف استمرار الدالة في نقطة, أنه لتكون  ملاحظة:

 :هي  شروط ثلاثة

 . aمعرفة عند  fأن تكون الدالة  ( 1            

 .نهاية عندما  f( أن تكون للدالة  2            

 . a( أن تكون هذه النهاية مساوية لقيمة الدالة عند  3            

  

 أثبت أن الدالة المعرفة بالشكل الآتي:      :(1)مثال

                               

 .  x=0عند النقطة غير مستمرة

 الحل:

لكظظظظظظظظظظظظظن     نلاحظظظظظظظظظظظظظظ أن:   
 x

xf
xx

1
limlim

00
و    

  
 x

xf
xx

1
limlim

00
  

بالتالي الدالة  xf0 غير مستمرة عندx. 

 . مستمر على أثبت أن التابع ::  (2)مثال

 :الحل

f

 lim
x a

f x


 f a lim
x a

f x


f

x a

 
1

, 0

1, 0

x
f x x

x




 
 

 0 1f 

  2 5f x x R
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بما أن الخط البياني لهذا التابع مستقيم وخال من نقط الانقطاع عند أية قيمة من مجموعظة تعريفظه  

أن التظابع مسظتمر عنظد كظل  وهظذا يعنظي ,فنهايته تساوي قيمته عند أي قيمة من مجموعة تعريفظه

   قيمة لمتغيره.

 

 

 أثبت أن الدالة المعرفة بالشكل الآتي: :(3)مثال

 .          a=1غير مستمرة عند النقطة                              

لدينا الحل: 1 2f    :فرضاً, لكن 

 

 .1aغير مستمرة عند النقطة  fأي أن الدالة 

 

 

 مشتق دالة: -2
نسمي نهاية نسبة تزايد الدالة    xfxxfy   إلى تزايد المتغير المستقلx  عندما

 . ونكتب:y=f(x)يسعى تزايد المتغير المستقل إلى الصفر إذا كانت موجودة بمشتق الدالة 

 
x

y
xfy

x 




 0
lim

  
 أو: 

 xf
dx

d

dx

dy


  
 ملاحظات: 

بالدالة القابلة للمفاضلة على هذه المجموعة. أو  Xعلى مجموعة  تسمى الدالة التي تملك مشتق -1

إذا كانت قابلة للاشتقاق في  xفي النقطة  أنها قابلة للمفاضلة y=f(x)بكلام آخر نقول عن الدالة 

 هذه النقطة.

في هذه النقطة. غير أن في نقطة ما، فإن الدالة تكون مستمرة  إذا كانت الدالة قابلة للمفاضلة -2

 العكس غير صحيح بالضرورة. حيث أن الدالة غير المستمرة يمكن أن تكون قابلة للاشتقاق.

 مستمرة. الدالة  المستمرة ليس بالضرورة أن تكون دالة مشتق

 الأساسية في الاشتقاق: القواعد 
 ما فإن: بفرض أن الدوال المدروسة معرفة ومستمرة على مجال

0)1  ycy 
wvuywvuy )2 

uvwuwvvwuyuvwy

vuvuyuvy



)3

 

R

 

3 1
, 1

1

2, 1

x
x

f x x

x

 


 
 

 
  

 
   

2

2

1 1 1

1 1
lim lim lim 1 3 1

1x x x

x x x
f x x x f

x  

  
     


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2
)4

v

uvvu
y

v

u
y




 

mصحيحعددmx
x

mx
y

x
xy m

m

m

m

m ;
1

)5 1

2

1



 




 

xx
x

y
x

x
xy 22

2
tan1sec

cos

1

cos

sin
tan)6 

 

 xcxec
x

y
x

x
xcy 22

2
tan1cos

sin

1

sin

cos
tan)7 


 

   
   xzx zyyxfy

xzzfy







;)8
 

الدالة :  أوجد مشتق :1مثال 
2

tan 3 x
y      

 الحل:

2
sec

2
tan

2

3

22
sec

2
tan3

2
tan

2
tan3 22222 xxxxxxx

y 

























 

  
x

xyxy
1

lnln9 


 

 
z

z
yxzzy


 ;ln)10 

  xxxx eeaayaay 


 ln0;)11 

: أوجد مشتق الدالة  2مثال  
xx

xf
1

 

 الحل:   

   
xx

xxxfxxf
2

2

5
1

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3




 

: أوجد مشتق الدالة   3مثال  
x

x
xf

cos

3

 

 الحل:

 
   

x

xxxx

x

xxxx
xf

2

32

2

33

cos

sincos2

cos

coscos 







 

 

يحتوي الجدول الآتي معلومات تجريبية متعلقة بطفيليات الملاريا. الزمن  طفيليات الملاريا:مثال: 

t  مقاس بالأيام وN .هو عدد الطفيليات لكل ميكروليتر من الدم 

ضمن المجالات: tبالنسبة ل Nأوجد النسب الطبيعية لتغيرات  -1

       5,3,4,3,3,2,3,1. 

أوجد قيمة  -2 3'N. 
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 (Differential) التفاضل:3- 

ويختلف عن تزايد الدالة  xهو مقدار يتناسب مع تزايد المتغير المستقل  y=f(x) دالة تفاضل

y لامتناهية في الصغر بدالة  xx   من مرتبة أعلى في الصغر بالمقارنة مع تزايد المتغير

 .0xعندما  xالمستقل 

في هذه  yإذا كان تزايد هذه الدالة  xفي النقطة  قابلة للمفاضلة y=f(x)نقول أن الدالةلذلك 

 النقطة يكتب على الشكل:  

(1)              xxxky    

حيث   0x  0عندماx  

K  معامل التناسب يتعلق بـx  ولا يتعلقx. 

 نجد:  0xمن أجل  وأخذ النهاية xبتقسيم طرفي العلاقة السابقة على 

k
x

y

x






 0
lim

  

أي أن   kxf  الحقيقية بمتحول واحد فإن قابلية المفاضلة ووجود  وبالتالي من أجل الدوال

 ( على الشكل:1المشتق مفهومان متكاملان. عندئذٍ نستطيع أن نكتب العلاقة )

    xxxxfy    

 

 تعريف:

يسمى المقدار  xxf  الدالة بتفاضل xfy   في النقطةx ويرمز لهذا التفاضل بـdy أو

 xdf 

 إذن:

(2)           xxfdy   

xyومن أجل   :نجد 

xxxdxdy   

 (2)المتحول المستقل يساوي تزايد هذا المتحول. عندئذٍ نستطيع أن نكتب العبارة  أي أن تفاضل

 على الشكل:
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(3)     dxxfdy   

( نجد 3من العلاقة ) 
dx

dy
xf   وهو رمز المشتق الذي مر معنا سابقاً. نلاحظ أخيراً أن

في حين أن المشتق  dxو  xيتعلق بـ  dyالتفاضل  xf   يتعلق بـx .فقط 

 خواص التفاضل:
 بفرض أن الدوال التالية قابلة للاشتقاق فإن:

dwdvduwvud

dycy





)()2

0)1

  
udvvduuvd )()3 

    dxududuydyxuufy

v

udvvdu

v

u
d

xu





;;)5

)()4
2

 

 

 

 

 جدول تفاضلات بعض الدوال:

 

   

 
u

du
ud

aa
au

du
ud

duedeaduaada

dunudu

a

uuuu

nn







 

ln

1,0;
ln

log)3

,0;ln)2

)1 1

  

 

 

 

 

2

2

4) sin cos

5) cos sin

6) tan
cos

7) tan
sin

d u udu

d u udu

du
d x

u

du
d c u

u



 





 

     duufudf )8  
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 مثال: أوجد تفاضل الدالة:

xy sin 

  الحل:

     
x

dx
xxdxududyxuuy

2
coscoscos,sin  

 أوجد تفاضل الدالة: مثال:

 1ln 2  xy 

 الحل:

   dx
x

x
dxxdy

1

2
1ln

2

2





 

 

 

 تمارين

 أوجد مجموعة تعريف كل من الدوال الآتية: -1

 
12

1
)1ln)

1)
1

)

2)253)

2

2

2

2













xx

x
yfxye

xyd
xx

yc

xybxxya

  

 أوجد مشتقات الدوال الآتية: -2

    xxyxxy

ba

bax
y

x
xxy

x

x
yxxy

1)612)5

)4
1

32)3

2

2
)223)1

2

3

3 2

2

2
2









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2
cos)12sin)11

sin)10
cossin

cossin
)9

1

2
)8sin)7

32

2

2

2

x
yxy

xy
xx

xx
y

x

x
yxxy












 

xn nxy
x

y

xyxy

x
yxy







)18
2

tanln)17

ln)16ln)15

2
cos)14lnln)13

22

3

 

 أوجد مشتقات الدوال الضمنية الآتية: -3

yxyc

xyyxbxyyxa

ln)

03)1) 3322





  

 الدوال الآتية: أوجد تفاضل -4

xxxyxy cossin)2,3)1 2   

2

2
1)4;

1
)3 xy

x

x
y 




 
22 2)6,ln)5 ttxحيثxyxy  
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