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 غير المحدود التكامل

Indefinite Integral 
 (Primitive Function)الأصلية:  الدالة

درسنا في المحاضرة السابقة المسألة الآتية: لدينا دالة معطاة  xF  وطلب منا إيجاد مشتقها أي

إيجاد الدالة   xFxf  في هذه المحاضرة سندرس المسألة العكسية: لدينا دالة معطاة . xf

والمطلوب إيجاد الدالة    xF التي مشتقها يساوي xf أي أن   xfxF . 

تعريف: تسمى الدالة  xF  دالة أصلية للدالة xf على المجال ba,   إذا كانت   xfxF  

في كل نقطة من نقاط المجال ba,. 

 :1مثال 

هي  2xإحدى الدوال الأصلية للدالة 
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
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. وهذه الدالة غير وحيدة لأن
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
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   و  23 23/ xx 


  2تعتبر دوال أصلية للدالةx 2, وبالتالي فإن للدالةx  عدد

 لانهائي من الدوال الأصلية التي تختلف عن بعضها البعض بحدٍ ثابت. 

جميع  (a,b)معرفة على المجال المفتوح  f(x)لدالة ما F(x)وبالتالي إذا أضفنا للدالة الأصلية 

 . أي:f(x)الثوابت الممكنة فإننا نحصل على جميع الدوال الأصلية للدالة 
   ccxF ;  

 لأن: f(x)هي مجموعة جميع الدوال الأصلية للدالة 

               xfcxFcxF 


 

 : 2تعريف 

تدعى بالتكامل غير المحدود لهذه الدالة  f(x)الصيغة العامة لجميع الدوال الأصلية  لدالة مستمرة 

 ونرمز له

بالرمز   dxxf. 

نسمي  xf بالدالة المكاملة و dxxf عندئذٍ نستطيع أن نكتب:بعبارة ما تحت التكامل . 

                cxFdxxf   
 

 بالثابت الاختياري. cيدعى 

 : 2مثال 

 لذلك فإن: 3/3xهي  2xوجدنا أن إحدى الدوال الأصلية للدالة 

cxdxx  3/32 

غير المحدد  هندسياً فإن التكامل  cxFy   

 عبارة عن منحنيات متوازية كما في الشكل

 الخواص الرئيسية للتكامل غير المحدد

c1 

c2 

 c3 

y 

x 
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غير المحدد فيساوي  التكامل أما مشتق غير المحدد يساوي عبارة التكامل التكامل تفاضل -1

 الدالة المكاملة. أي: 

(1)       
   

    xfdxxf

dxxfdxxfd









  

ً إليها  غير المحدد لتفاضل دالة التكامل -2 مستمرة قابلة للاشتقاق يساوي إلى هذه الدالة مضافا

 .ثابت التكامل

   dxxxd   
  

حيث  x مستمرة و  دالة x  الدالة الأصلية لـ x  :ولذلك 

(2)                    cxxd    

 ملاحظة: 

بشكلٍ متتالٍ يفنيان بعضهما البعض )إذا لم نأخذ الثابت   ∫و  d( الرمزين 2( و )1في العلاقات )

 بعين الاعتبار(. أي أن عمليتي التفاضل والتكامل عمليتان رياضيتان متعاكستان.

3-  

(3)                        dxxfAdxxAf  

 ثابت. Aحيث 

 ملاحظة:

 ا عبارة عن ثابت اختياريغير صحيحة لأن الطرف الأيسر منه (3)فإن العلاقة  A=0من أجل 

 في حين أن الطرف الأيمن يساوي الصفر.

 فإن: (a,b)دوال مستمرة على المجال  h(x)و f(x)  ،g(x)إذا كانت   -4

(4)               dxxhdxxgdxxfdxxhxgxf  

 

 جدول التكاملات غير المحدودة البسيطة:
عملية  البسيطة بالانطلاق من كون التكامليمكن الحصول بسهولة على جدول بالتكاملات 

 معاكسة للتفاضل. 

 

 
1

1) ; 1
1

m
m x

x dx c m
m



   
  

cx
x

dx
 ln)2

 

cedxe xx )3 

 4) ; 1 , 0
ln

x
x a

a dx c a a
a

     

cxdxx  sincos)5  

cxdxx  cossin)6  
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cx
x

dx
 tan

cos
)7

2
 

cctgx
x

dx
 2sin

)8 

cxdxctgx

cxdxtgx








sinln)10

cosln)9
 

 :3مثال 

xxو  x2و2xيمكننا بسهولة إيجاد تكامل كل من  e3 :كما يلي 

c
x

dxx  3

3
2

 

 
cdx

x
x  2ln

2
2

  

 
 

c
e

c
e

dxedxeedxe
xxx

xxxxx 










 3ln1

3

3ln1
3

3ln1
3ln13ln

  
a,التي تفيد عند إجراء التكاملات: بفرض نورد الآن بعض الصيغ b ثوابت 

 1) ,dx d x b  

   
1

2) ; 0dx d ax a
a

  

   0;
1

)3  abaxd
a

dx
 

 2

2

1
)4 xdxdx 

 
 xdxdx cossin)5  

 xdxdx sincos)6  
بشكلٍ عام:                                                   dxxxd   

 

 

 : 4أمثلة 
 

0;ln
11

)1 





  acbax
abax

baxd

abax

dx
 

   
 

  cxc
x

xdxdxx 


 
23

23
21

2
3

2

23

2
222)2  

  cxxxddxx   5cos
5

1
55sin

5

1
5sin)3 

 
cx

x

xd

x

xdx







  1ln
2

1

1

1

2

1

1
)4 2

2

2

2

 

https://manara.edu.sy/



  

4 
 

cx
x

xd
dx

x

x
dxx   cosln

cos

cos

cos

sin
tan)5

 

  cexdedxxe xxx  
222

2

1

2

1
)6 2 

 غير المحدد: طرق إجراء التكامل
 (Method analysis integrand)المكاملة: الدالة  طريقة تحليل  -آ

لتكن      xfxfxf 21   :ٍعندئذ 

     dxxfdxxfdxxf   21  
حيث تم اختيار الدالتين    xfxf 21  بحيث يكون تكاملهما معروف من الجدول. ,

 :5مثال 

 

cxxx

dxxdx
x

dx
dx

x

xx
dx

x

x









 


4ln

2
211

)1 2

12

 

 ملاحظة: 

، لأن مجموع الثوابت الاختيارية لا توجد ضرورة لأن نضع بعد إجراء كل تكامل ثابت اختياري

 .هو أيضاً ثابت اختياري نضعه في النهاية

 


cxctgx
x

dx

x

dx
dx

x

xctg
2tan3

sin
2

cos
3

cos

23
)2

222

2

  

cxctgx
x

dx

x

dx
dx

xx

xx

xx

dx



  tan

sincoscossin

cossin

cossin
)3

2222

22

22
 

 

    







cxxxxdxdx

dxxxdxxx

2cos
4

1
4cos

8

1
22sin

4

1
44sin

8

1

2sin4sin
2

1
3cossin)6

  

 (Method substation) جديد(: )إدخال متحول طريقة الإبدال  -ب

مستمرة وقابلة للاشتقاق على المجال  دالة x=φ(t)و  (a,b)على المجال دالة مستمرة  f(x)لتكن 

(α,β) بالإضافة إلى أن الدالة ، φ(t) تعكس المجال(α,β)  في المجال(a,b) بالاعتماد على .

غير المحدد عن المتحول المستقل وبالأخذ بعين الاعتبار أن  التكامل استقلالية dttdx  

 نحصل على:

(5)         dtttfdxxf     

 يجب أن يكون أسهل من التكامل (5)الموجود في الطرف الأيمن من العلاقة  حيث أن التكامل

 الموجود في الطرف الأيسر.

 

 

 :6أمثلة 

 0;)1 22  adxxa
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    ct
a

t
a

tdt
a

dt
a

dtt
a

tdtatdtataadxxa

tdtadxtax











2sin
42

22cos
42

2cos1
2

coscossin

cossin

22222

2222222

 

 لدينا:  xبالعودة إلى المتحول 







22

2

2

2

2
1

2

sin1sin2cossin22sin

sinsin

xa
a

x

a

x

a

x

ttttt

a

x
arct

a

x
t

  

cxa
x

a

x
arc

a
dxxa 

22
2

22

2
sin

2  
 ملاحظة:

 ( من اليمين إلى اليسار:5) من المفيد أحياناً أن نأخذ الصيغة

           xdxfdxxxf  

 أو

(6             )        dttfdxxxf  

 t=φ(x)حيث:                                                 

 

 

cttdttdtt

tdtttdxxx

tdtdxtxxt

dxxx

 













3524

2

2

3

10

5

2
102

255

255

5)2

  

 نجد:  xبالعودة إلى المتحول 

    cxxdxxx  2

3

2

5

5
3

10
5

5

2
5

 




dx
x

xctg
2

3

sin

1
)3  

نضع:                          
x

dx
dtxtgct

2sin
1


      

 عندئذٍ:
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   

  cxctgctdtt

xctgdxctgdx
x

axctg
















3

4
3

4

3

1

3

1

2

3

1
4

3

4

3

11
sin

1

  

 (Method integrand by parts):بالتجزئة طريقة التكاملج( 

دالتين  جداء . بالاعتماد على تفاضلxدالتين مستمرتين قابلتين للاشتقاق بالنسبة لـ  vو  uلتكن 

 لدينا:
 

  vduvududv

vduudvvud





  
 نحصل على:بالمكاملة 

    vduvududv
  

 أو: 

(7)         vduvuudv 

 .بالتجزئة وهذه هي صيغة التكامل

 يؤدي إلى التكامل udv تشير الصيغة السابقة إلى أن التكامل vdu  الذي يمكن أن يكون أسهل

 المعطى ويمكن أن يعطى مباشرة من الجدول. من التكامل

  :7أمثلة 

 xdxln)1
 

xvdxdv

x

dx
duxu



 ln

 
 نجد: (7)عندئذٍ وحسب الصيغة 

  cxxx
x

dx
xxxxdx lnlnln

  

 xdxxcos)2
  

xxxdvxdxdv

dxduxu

sincoscos 



 
 ( نجد:7عندئذٍ وحسب الصيغة )

  cxxxxdxxxxdxx cossinsinsincos
 

 xdxarcx tan)3
  

2

1
tan

2

2

x
vxdxdv

x

dx
duxarcu





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 

 

cxxarc
x

cxarcxxarc
x

x

dx

x

dx
xxarc

x

x

dx
xxarc

x

x

dx
xxarc

x
xdxarcx






















2

1
tan

2

1
tan

2

1

2

1
tan

2

12

1

1
1

2

1
tan

2

1
11

2

1
tan

212

1
tan

2
tan

22

22

2
2

2

2
2

2

2
2

 

أو بشكل آخر:                                21arctan
2

1
arctan xdxxdxx            

  22

2

11

1
tan

xvxddv

x

dx
duxarcu






 

  cxxarc
x

x

dx
xxarc

x
xdxarcx 








  2

1
tan

2

1

1
1

2

1
tan

2

1
tan

2

2

2
2

 

 xdxeI x cos)4
  

                 
xxxdvxdxdv

dxedueu xx

sincoscos 



 








xdxeI

IxexdxexexdxeI

x

xxxx

sin

sinsinsincos

1

1

 

xxxdvxdxdv

dxedueu xx

cossinsin 



 

 xexeIxexeI

IxexeIxexdxeI

IxexdxexexdxeI

xxxx

xxxx

xxxx

cossin
2

1
cossin2

cossinsincos

coscoscossin

1

1











 
 

 تمارين غير محلولة
 باستخدام جدول التكاملات البسيطة أحسب التكاملات الآتية: -1
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 

 





























 


x

dx

x

xdx

xdxdx
x

xx

x

dx

x

dx

x

dx

dx
xx

xdxxdxba

dx
xx

xx
dx

x

x
dxxx

xx

32
)13,

1
)12

tan)11,
1

11
)10

32
)9,

32
)8,

2
)7

cossin

1
)6,5cos3sin)5,)4

22
)3,

1
)2,13)1

2

2

4

22

222

22

2

32

2

2

  
 )النشر( أحسب التكاملات الآتية:  باستخدام طريقة التحليل -2

 













xdxxxdxxxdx

xx

dx

x

dx
dx

x

x

dx
x

x
dx

x

x
dx

x

x

5cos3cos)9,7cossin)8,5cos)7

65
)6,

4
)5,

1

1
)4

1
)3,

1
)2,

1
)1

2

222

2

2

2

2

22

 
 )تغيير المتحول( أحسب التكاملات الآتية:  باستخدام طريقة الإبدال -3

 












dx
e

dx

x

dx

x

dx
dxxx

x21
)4

1

)3,
1

)2,1)1

2

3
2

  
 أحسب التكاملات الآتية:  بالتجزئة التكاملباستخدام طريقة  -4





dxex
x

dx
dxxe

xdxxxdxxxdxarc

xx 2

2
)6,)5,)4

sin)3,ln)2,tan)1

 

 

 

 

https://manara.edu.sy/




