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Extreme Values and Saddle Points السرجيةالقيم القصوى والنقاط 

:                    f                          ( , )a b         ( , ) ( , )f a b f x y 
                ( , )x y                               ( , )a b                   

( , )f a b     .                        ( , ) ( , )f a b f x y                 ( , )x y 
                              ( , )a b                      f                    

      ( , )a b         ( , )f a b. 
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Extreme Values and Saddle Points السرجيةالقيم القصوى والنقاط 

     :                                                        ( , )x y           D  
                 f                )             (          ( , )a b . 
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Extreme Values and Saddle Points السرجيةالقيم القصوى والنقاط 

      :               f                )             (          ( , )a b        
:                                                    

 ( , ) 0 , ( , ) 0x yf a b f a b 

تسمى النقطة التي تنتمي إلى مجموعة تعريف التابع             والتي ينعدم عندها             أو يكون :تعريف
.أحدهما أو كلاهما غير معرّف، بالنقطة الحرجة

( , )f x y,x yf f
Critical point of ƒ

     :                              f.                       )             (           
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:            2 2( , ) 2 6 14f x y x y x y              (                                       
              )      .

الحل

 ( , ) 2 2 , ( , ) 2 6x yf x y x f x y y    :        لًا                                                

):                       ك                                    , ) 2 2 0 , ( , ) 2 6 0x yf x y x f x y y     

                                     (1,3):                                  

2 2( , ) 4 ( 1) ( 3)f x y x y    

       2( 1) 0x    2( 3) 0y       ( , ) 4f x y              ً    ( , )x y               
                                (1,3) 4f  . 
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الحل

:                          لآ           :    
 2 2( , )f x y y x 

( , ) 2 , ( , ) 2x yf x y x f x y y   :        لًا                                                

):                       ك                                    , ) 2 0 , ( , ) 2 0x yf x y x f x y y    

                                               (0,0)                                        x            0y        
2( , ) 0 (0,0)f x y x f                                    ك      y            0x        2( , ) 0 (0,0)f x y y f                    

     ً                                                                                                           ك     (0,0)               
(0,0)       (0,0)              لا     ك                      0f .                       

 saddle point.                                         : لاحظ 
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اخ ب ر المش ق ت  ن الم  ب  ال     

                                                  f                            ( , )a b  
        ( , ) 0 , ( , ) 0x yf a b f a b :        

 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )xx yy xyD D a b f a b f a b f a b     

1)        0D      ( , ) 0xxf a b            ( , )f a b.                 
2)        0D      ( , ) 0xxf a b            ( , )f a b.                 
3)        0D            ( , )f a b.                              

)               : لاحظ  , )a b                                         f              .0D       لا      لا          
                             f.                           لا                                   
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4:                           لآ                         :     4( , ) 4 1f x y x y xy   

الحل
3:        لًا                                                 3( , ) 4 4 , ( , ) 4 4x yf x y x y f x y y x   

3:                       ك                                    3( , ) 4 4 0 , ( , ) 4 4 0x yf x y x y f x y y x     

(0,0) , (1,1) , ( 1, 1)               
2 2( , ) 12 , ( , ) 12 , ( , ) 4xx yy xyf x y x f x y y f x y    2 2( , ) 144 16D x y x y 

(0,0) 16 0D    (0,0)                                            

(1,1) 128 0D   (1,1) 12 0xxf   (1,1)                                         (1,1) 1f  

( 1, 1) 128 0D     ( 1, 1) 12 0xxf     ( 1, 1)                                          ( 1, 1) 1f    
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V xyz

:                   212m                                                                              
.                                                               

الحل

x  y  z                                                             

      
2 2 12S xz yz xy    المساحة الجانبية

12

2( )

xy
z

x y






12
( , )

2( )

xy
V xy f x y

x y


 

                    

   2 2 2 2

2 2

12 2 12 2
0 , 0

2( ) 2( )

y xy x x xy yV V

x x y y x y
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   2 2 2 2

2 2

12 2 12 2
0 , 0

2( ) 2( )

y xy x x xy yV V

x x y y x y

    
   

   

              0x    0y                                0V    

2 212 2 0 , 12 2 0xy x xy y      2 2x y
0, 0x y 

x y

2 , 2x y  1z  34V m

.                  ف                                  
(2, 2) 4 , (2,2) 4 , (2,2) 2xx yy xyV V V     

(2,2) 12 0D   (2, 2) 4 0xxV   

2       ب غ                    , 2x y  1z 
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 م ر ن

للتوابع الآتيةالسرجيةأوجد القيم القصوى المحلية والنقاط 1

الحل
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أوجد أقصر مسافة من النقطة                إلى المستوي                  2

الحل

             

         

 م ر ن
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 م ر ن

6xلدينا صندوق موجود في الثمن الأول ومحدود من الأعلى بالمستوي                      كما في الشكل المرفق 3 y z  

.أوجد أبعاد هذا الصندوق حتى يكون حجمه أعظم ما يمكن

الحل

             

أعظم حجم ممكن للصندوق
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Double and Iterated Integrals over Rectangles ال ك  ل ال   ئي على  س طيل

فوبينيمبرهنة : مبرهنة

ليكن             تابع مستمر على المنطقة المستطيلة                                          ، عندئذ
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    :
الحل

احسب                        ، حيث                                       و 

. يمثل التكامل                        حجم المنطقة المحدودة تحت السطح                    فوق المستطيل    : لاحظ 
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    :
الحل

. أوجد حجم المنطقة المحدودة من الأعلى بـ                               ومن الأسفل بالمستطيل                                    
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 م ر ن
1

الحل

احسب التكامل الثنائي المكرر الآتي
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 م ر ن
2

الحل

احسب التكامل الثنائي المعطى مع المنطقة المعطاة
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 م ر ن
3

الحل
. أوجد حجم المنطقة المحدودة من الأعلى بـ                    ومن الأسفل بالمستطيل                                          

4

الحل
. أوجد حجم المنطقة المحدودة من الأعلى بـ                             ومن الأسفل بالمستطيل                                      
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