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Double Integrals over General Regions

التكامل الثنائي على مناطق عامة
فوبينيمبرهنة : مبرهنة

ليكن             تابع مستمر على المنطقة     ، عندئذ

إذا كانت المنطقة     معرفة بالشكل                                                 حيث     و     تابعين  

مستمرين على المجال          ، عندئذ

إذا كانت المنطقة     معرفة بالشكل                                                 حيث     و     تابعين  

مستمرين على المجال          ، عندئذ
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:مثال

الحل

الذي قاعدته مثلث موجود في المستوي       محدود بالمحور     والمستقيمين           و           ، وقمته في الموشورأوجد حجم 
.   المستوي                                       
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تمارين
1

الحل
احسب التكاملات الآتية
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تمارين
2

الحل

أوجد حجم المنطقة المحدودة من الأعلى بـ                           ومن الأسفل بالمثلث المؤلف من المستقيمات

3

الحل

أوجد حجم المجسم الذي قاعدته منطقة في المستوي       محدودة  بالقطع المكافئ                          والمستقيم                

.  ، بينما قمته محدودة بالمستوي                      
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الانتقال إلى الإحداثيات القطبية

    ( , )x x u v  ( , )y y u v                 ( , )x u v  ( , )y u v                       
                               *D            uv                 D            

( , )x x u v  ( , )y y u v:        
                     

*

( , ) ( ( , ), ( , ))
D D

f x y dxdy f x u v y u v J dudv  

      J.                                     

ي            ء إجن  م   ك    يك ر    لإ   ث  ت           بصع   ك  لات        ض  نص دفق 
.س              يص ح       ب   لإ   ث  تإ  
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Double Integrals in Polar Form التكامل الثنائي بالصيغة القطبية
الانتقال إلى الإحداثيات القطبية
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3)2        ك            مثال: 4 )
D

I x y dxdy         D                       ق         ص     

        xy             2        د 2 1x y   2 2 4x y   ك             

الحل
نلاحظ أنه ليس من السهل المكاملة على المنطقة المعطاة

  2 2( , )|0 , 1 4D x y y x y    

:ن      إ                 لان   ل إ    لإ   ث  ت     ب      ص ح        
 * ( , )|1 2 , 0D r r      

*

2 2 2

2

2 3 2 2

0 1 0

(3 4 ) (3 cos 4 sin )

15
(3 cos 4 sin ) (7cos 15sin )

2

D D

I x y dxdy r r rdrd

r r dr d d
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2        ك            مثال: 2x y

D

I e dxdy         D                       ق         ص  نص    

                  xy   د               x           21y x   ك             
الحل

:ن      إ                 لان   ل إ    لإ   ث  ت     ب      ص ح        

 * ( , )|0 1 , 0D r r      
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تمارين
1

الحل

:احسب التكاملات الثنائية الآتية بالانتقال إلى الاحداثيات القطبية
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