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 تمارين محلولة 

 

ه إذا كان   .1
ّ
، فإنّ     ، وإذا كان      ، فإنّ      ، وكان    أثبذ أه

     . 

  ليكً  الحلّ : 
 

 
 أنّ     و    

ً
؛ وبرلك       عىدئر بىلض الفسض, لىفسض جدلا

    ، بحيث ́ و  ́ عددان صحيحان ًىجد 
  ́

  ́
  ومىه  ،

  ́

  ́
 

 

 
 

       

   
، وبالخالي  

ري ٌعني أنّ فسضىا خاطئ، وعكسه هى الصّحيح.    
ّ
 وهرا جىاكض مع الفسض، الأمس ال

لت هفسها : إذا كان  سٍ
ّ
    ، ًكىن      بالط

  ́

  ́
  ، وعليه 

 

 
 
  ́

  ́
 هرا جىاكض.، و 

 

 . مً أجل الحلّ، اسخعً باستراجيجيّت الخّىاكض.   √أثبذ أنّ  .2

 

ين، ًىجد عدد غير عاديّ. .3 ًّ ه بين أيّ عددًً عاد
ّ
 اسخيخج أه

ين، بحيث      ليكً  الحل : ًّ  . لىضع    عددًً عاد

     
√ 

 
 ، حيث ,    -  . مً جهت لدًىا (    )

 .  
√ 

 
ىين )/   (، فإنّ 2( و )1، وبىاء على الخّمسٍ

√ 

 
لا ًيخمي إلى مجمىعت الأعداد    (    )

ت، وعليه  ًّ ين.   العاد ًّ  ، وبهرا اسخطعىا إًجاد عدد عاديّ بين عددًً غير عاد

بيّن أنّ  .4
   

   
 بسهً ذلك عً طسق الخّىاكض. مساعدة :عدد غير عاديّ.  

(   )   بيّن أنّ  .5  
    |   |

 
 و  

      (   )  
    |   |

 
, 

 (     )   ثمّ أوجد صيغت لـ 

|   |عىدئر          : إذا كان الحلّ   ، وعليه ًكىن      
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(    |   |)  

 

 
(       ) كل هفسه عىدما ًكىن   

ّ
. بالش

|   |عىدئر         ، وعليه     

 
 

 
(    |   |)  

 

 
(       )   . 

سبت إلى ثلاثت 
ّ
 أعداد حليليّت :أمّا بالي

    .   (   )  / 

 بىاءً على الصّيغت السّابلت ًكىن :  

   (     )  
   (   )    |   (   )   |

 
 

   (     )  

 
 
(    |   |)   |

 
 
(    |   |)  |

 
 

 

    المحدودجان مً الأعداد الحليليّت, لىعسف :     لخكً لدًىا المجمىعخان   .6

*     (   )     + 

a.  ّأعلى للمجمىعت (   )   أثبذ أن 
ً
ل حدّا

ّ
    ، جمث

b.  ّأثبذ أن   (   )     ( )     ( ) 

 الحلّ : 

a.  ّأعلى لـ       وعلم أن 
ً
ل حدّا

ّ
كرلك الأمس             , هرا ٌعني أنّ  ، ًمث

 . سيبيّن أنّ            

ل           
ّ
 أعلى لـ ، ًمث

ً
 مً    حدّا

ً
 كيفيّا

ً
، وبرلك    المجمىعت . لىأخر عىصسا

كل 
ّ

 هرا ٌعني أنّ          و      . بما أنّ               ًكخب بالش

، فإنّ    كيفيّ مً المجمىعت    ، وبما أنّ                 

 أعلى للمجمىعت          
ً
ل حدّا

ّ
 .     ، ًمث

b.  ّه مً أجل كل
ّ
 سيبيّن أه

ً
 أعلى للمجمىعت 𝜀 ,           𝜀  بداًت

ً
ل حدّا

ّ
، لا ًمث

    
ً
ε. لىأخر إذا  كيفيّ، ولىبيّن أنّ    
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           𝜀 أصغس حدّ أعلى لـ      الأعلى. بما أنّ مً     ، لا ًحدّ المجمىعت   ,

     فإنّ 
 

 
 أعلى 

ً
ه ًىجد  لـ ، ليسذ حدّا

ّ
       ، بحيث    . هرا ٌعني أه

 

 
. 

     )جىبيه :   
 

 
لت هفسها، ًىجد  ليس بالضّسوزة عىصس مً   سٍ

ّ
، بحيث      (. بالط

       
 

 
 
ً
         كرلك  (   )      . إذا

 

 
   

     
 

 
 ؛ أي أنّ  

            𝜀  ىا اسخطعىا إًجاد عىصس مً المجمىعت
ّ
أكبر مً      ، وهرا ٌعني أه

          𝜀 وعليه ، 

           𝜀 لا ، 
ً
ل حدّا

ّ
 لخعسٍف الحد،ّ الأعلى.ًمث

ً
 أعلى للمجمىعت وفلا

c.  أعلى ،          مً الجصء الأوّل للبرهان لدًىا 
ً
ل حدّا

ّ
ه    للمجمىعت جمث

ّ
, كما أه

 للج
ً
اوي حيىما أخرها وفلا

ّ
  εصء الث

ً
 مىجبا

ً
 ، 𝜀          ، جبيّن أنّ كيفيّا

ً
أعلى لـ ليس حدّا

(   ) 
ً
 حد أعلى أصغسيّ للمجمىعت. ومىه  ًكىن           , إذا

             (   ). 

 صح أو خطأ؟مجمىعخين محدودجين مً الأعداد الحليليّت.     لخكً  .7

a.               
b.                
c.           (         ) 
d.                  
e.             
f.                  

 الحلّ : 

.a  ،صحيح.b،خاطئ .c ،صحيح .d ،خاطئ.e     ،صحيح.f صحيح. 
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 تمارين غير محلولة

 

| |عددًً حليليّين، أثبذ أنّ   و   ليكً  (1  ||   |  | ||. 

   ،               ليكً  (2
ً
 حليليّا

ً
 عدد طبيعيّ(. أثبذ أنّ   ) عددا

|             |  |   |  |  |    |  | 

 و (   ) عددًً حليليّين. كازن بين   ،    ليكً  (3

       ( ) ( ) و  (   ) ، ثمّ كازن بين ( )     ( ). 

، هل هره الىّديجت حسسي على اجخماع الم (4
ً
ل مجالا

ّ
س  أثبذ أنّ جلاطع المجالاث ًمث

ّ
جالاث؟  أوجد الش

.
ً
 اللاشم، والكافي حتى ًكىن اجخماع المجالاث مجالا

     . أثبذ أنّ +         *   ، ولىعسّف  مجمىعت جصئيّت مً   لخكً  (5

      . 

 أوجد الحدّ الأعلى الأصغسيّ والحدّ الأدوى الأعظميّ لكلّ مً المجمىعاث : (6

a.   {        
 

 
 ,  (  ) -          } 

b.   *           + 

c.   *           + 

d.   *     |    |     + 

e.   {     (    )   
 

 
  } 

 مجمىعخين غير خاليخين مً الأعداد الحليليّت، ولىعسف :  و   لخكً  (7

    *                    + 

a.  ه إذا
ّ
(   )   محدودجين مً الأعلى، ًكىن :   و   كاهذ المجمىعخان أثبذ أه       

     

b.  ه إذا
ّ
(   )   محدودجين مً الأدوى، ًكىن :   و   كاهذ المجمىعخان أثبذ أه       

     

 جحلّم ممّا ًلي :  (8

a.  ًخحلّم :      مً أجل أيّ ثلاثت أعداد حليليّت 
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b.  ًخحلّم :    مً أجل أيّ عددًً حليليّين 

       أو             

 المتراجحاث الآجيت :جحلّم مً صحّت  (9

a.  إذا كان    𝜀  ّلكل𝜀  .   ، فإنّ :   

b.  إذا كان| |  𝜀  ّلكل𝜀  .   ، فإنّ :   

  

                   و                   

                   و                   

 ( حلّ المتراجحاث الآجيت :11

  |    |             |    |             
 

   
          

 

 

 

 

 


