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 ثلىيات الحكامل

 . الخكامل بالخعويض:1

وعلم أن كاعدة الظلظلة جعطى بالشكل: 
 

  
[ ( ( ))]    ( ( )) ، ومً جعسٍف الحابع ( )   

 الأصلي ًكىن لدًىا: 

∫  ( ( ))    ( )   ( ( ))    

ض:هرا ًلىدها إلى الحعسف   إلى الحكامل بالحعىٍ

 

    (  ) (    )∫مثال: أوجد كيمة الحكامل 

( ) الحل: ليكً  ( )   ، وبالحالي       (( ) )  ، و     (    )  

 

 مثال: 

          ∫أوجد كيمة الحكامل 

 الحل:

( ) ليكً   ( )  ، وبالحالي      (( ) ) ، و           
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 مثال: 

∫أوجد كيمة الحكامل   (    )     

( ) الحل: ليكً        

 

 . الحكامل بحغيير المححىل:2

   ( )     وهىجد  ( )   طىلىم إعادة صياغة الحكامل باخحياز جيد  لمحغير جدًد 

 

 مثال:

        √∫أوجد كيمة الحكامل  

 الحل:
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كىن          ومىه        بداًة هختر     وٍ
  

 
 

 

 مثال:

∫أوجد كيمة الحكامل    √        

 الحل:

كىن          ومىه        بداًة هختر     وٍ
  

 
،  

   

 
    

∫ √        ∫(
   

 
)  

 
   

  

 
 

 

 
∫ 

 
      

 
      

 

 
(

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

)    

 

  
 (    )

 
   

 

 
  (    )

 
     

∫أوجد كيمة الحكامل  مثال:                 

 الحل:

                ومىه         بداًة هختر 

∫               ∫  
  

 
 

 

 
[
  

 
  ]  
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 مثال : حل ما ًلي:

 

 طريقت حغيير المخحول في الخكامل المحدود 

وظحخدم هفع الىهج،  فيما ًحعلم بحدود الحكامل بإمكاهىا أن وعيد المححىل الجدًد إلى المححىل الأصلي وهحافظ على 

 حدود الحكامل  أو هلىم بحغيير حدود الحكامل على أطاض المحغير الجدًد.

 مثال :

∫أوجد كيمة الحكامل    (    ) (  )   
 

 
 

 الحل:

 ،        ، وبالحالي        ليكً  

 لحظاب حدود الحكامل بىاء على المححىل الجدًد:

         الحد الأدوى
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        الحد الأعلى 

 

 بإمكاهىا الحصىل على هفع الىخيجة بالعىدة إلى المححىل الأصلي:

 

 مثال :

∫أوجد كيمة الحكامل 
 

√    
   

 

 
 

 الحل:

كىن         ، وبالحالي      √  ليكً           وٍ

 لحظاب حدود الحكامل بىاء على المححىل الجدًد:
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        الحد الأدوى 

        الحد الأعلى 

 

 هىدطي
 
( ) ًمكً أن هفظس أن  المظاحة الىاكعة ثحد مىحىيي الحابعين الحاليين   ا  

    

 
 و 

  ( )  
 

 √   
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 جكامل الخوابع الزوجيت والفرديت:

 [    ]كابل للمكاملة على المجال   ليكً الحابع

∫. إذا كان الحابع شوجي عىدئر: 1  ( )  
 

  
  ∫  ( )  

 

 
 

∫. إذا كان الحابع فسدي عىدئر: 2  ( )  
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 :مثال 

∫أوجد كيمة الحكامل   (                  )   
 

 

 
 

 

 

 الحل:

( ) لدًىا   ومىه: (                  ) 

 (  )  (                      )   

 (                  )    ( ) 

 ]الحابع فسدي على المجال 
 

 
 
 

 
 ومىه كيمة الحكامل:  [

∫  (                  )   
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 ثركسة:
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 مثال:

 حل الحكاملات الحالية:

  ∫
 

    
           ∫

  

    
             ∫

   

    
    

 
  

 مثال:

 

 

 

 

 

 مثال:
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 مثال:

 

 

 

 

 

 مثال:
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 مثال:
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 الخكامل بالخجزئت: 

 

لة الحكامل بالحجصئة هامة جدا   وثطبم على هطاق واطع على الحكاملات مً الشكل:  طسٍ

 

 الحكامل بالحجصئة ًىطلم مً كاعدة اشحلاق الجداء:

 



 

 

 
https://manara.edu.sy/ 

ً  وعليه هلىم بمكاملة الطسفين لىحصل على:      كابلان للاشحلاق كما أن      الحابعان    مظحمسٍ

 

 مبرهنت:  

ً، عىدئر:      كابلان للاشحلاق كما أن      الحابعان    مظحمسٍ

 

 مثال:

 

 أوجد كيمة الحكامل: مثال:

∫      
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 الحكامل بالحجصئة  في حالة مكاملة حد واحد:

 مثال:

 

 مثال:
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 ملاحظت:

 ا كمىا بالحبدًل طىعلد الحكامل:1لاحظ إ   و   في حال كمىا بالمكاملة أكثر مً مسة عليىا المحافظة على اخحياز 

 

 

 

 مثال:
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 . الحكاملات المثلثية:3

 بداًة طيحعلم كيفية حظاب ثكاملات مً الشكل:

 

 طيظحخدم العلاكات المثلثة الحالية:
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 مثال:
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 مثال:

 

 مثال:
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 : tangentو   secantحساب الخكاملاث التي جحوي قوى 

 ثكاملات مً الشكل:

 

 :tangentو   secantثلىيات المكاملة في حال وجىد كىي ل 

 وهلىم بما ًلي:     شوجية مىجبة ، هأخر معامل  secant. عىدما ثكىن كىة 1

 

 وهلىم بما ًلي:       فسدًة  مىجبة ، هأخر معامل  tangent. عىدما ثكىن كىة 2

 

 secant. في حال عدم وجىد 3
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 حالت وجود مضاريب جوابع مثلثيت:

 وظحخدم العلاكات الحالية:
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ض في حالة مكاملة الحىابع المثلثية:  الحكامل بالحعىٍ

لة في حال وجىد   جروز مً الشكل:وظحخدم هره الطسٍ

√                   √                   √      

 طيظحخدم اللىاهين المثلثية الحالية للحخلص مً الجروز:
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 مثال:

∫أوجد كيمة الحكامل  
  

  √    
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 مثال:
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 مثال:
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 :. جفريق الكسور 4

إذا  كان لدًىا كظس مً الشكل 
 ( )

 ( )
 الحالية:، لىميز الحالات  

 . إذا كاهد دزجة البظط أكبر أو ٌظاوي الملام هلىم باللظمة الحلليدًة فىحصل على:1

 ( )

 ( )
  ( )  

  ( )

 ( )
 

في الكظس الجدًد 
  ( )

 ( )
 دزجة البظط أكل مً دزجة الملام وهيحلل إلى إحدي الحالات الحالية: 

حيث   (        )و   (    ). هحلل الملام إلى معاملات خطية وثسبيعية بالشكل 2

 غير كابل للاختزال.          

م الكظس في حال المعاملات  الخطية  3  كظس بحيث :  إلى   (    ). هلىم بحفسٍ

 ثىابد حليلية.            

  

(    )
 

  

(    ) 
    

  

(    ) 
 

 

م الكظس في حال المعاملات  الخطية   .4  كظس بحيث :  إلى   (        ). هلىم بحفسٍ

 ثىابد حليلية.       
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(        )
 

      

(        ) 
    

      

(        ) 
 

 مثال:

 

 

 مثال:
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 مثال:
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 جطبيقاث الخكامل:
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.المساحت المحصورة بين منحنيي جابعين:1  

 

، وليكً [   ]المظحمسان على المجال     ليكً لدًىا الحابعين 

، كرلك مىحني    كل مً مىحىيي الحابعين ًلع فىق المحىز 

كما هى مبين في الشكل   ًلع ثحد مىحني الحابع  الحابع 

: المظاحة المظللة ثمثل المظاحة الىاكعة ثحد 
 
المجاوز. هىدطيا

 منها المظاحة الىاكعة ثحد   مىحنى الحابع 
 
 . مطسوحا

 

 

 

 

 

  [   ]المظحمسان على المجال     المظاحة المحصىزة بين الحابعين  
 
( ) وليكً أًضا وذلك مً  ( )  

 والمظحليمين    وبالحالي المظاحة المحصىزة بين بياوي الحابعين  [   ]  أجل كل 
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 جعطى بالعلاكة:         

∫[ ( )   ( )]  

 

 

 

 .  ليع مً الضسوزي أن كىن مىحىيي الحابعين واكعين فىق المحىز  ملاحظت:

 مثال:

      ;    والمظحليمين      و        ن مىحىيي الحابعين بيأوجد المظاحة المحصىزة  

( ) لدًىا  ( ) و        ( ) لدًىا       [   ]على المجال   ( )  
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 . الحجم:2
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