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مـقـدمـة

.  معلومات غٌر مؤكدةٌجد المهندسون والعلماء أنفسهم باستمرار مضطرٌن لتحقٌق الأهداف واتخاذ القرارات بناءً على 
.إلا أنه نادرًا ما ٌتم تحقٌقهعلى الرغم من أن الكمال هدف جدٌر بالثناء، 

على سبٌل المثال، على الرغم من أن النموذج الذي تم تطوٌره من قانون نٌوتن الثانً 

(السرعة xالكتلة =القوة ) F=ma: قانون نٌوتن الثانً

قد تؤدي مجموعة متنوعة من . ، إلا أنه لن ٌتنبأ مطلقًا من الناحٌة العملٌة بسقوط القفز بالحبالهو تقدٌر تقرٌبً ممتاز
.العوامل، مثل الرٌاح والاختلافات الطفٌفة فً مقاومة الهواء ، إلى انحرافات عن التنبؤ

هو علم التقرٌب حٌث ٌتم استخدام الطرق العددٌة لحل المسائل المعقدة التً لا ٌمكن حلها بالطرق التحلٌل العددي    

وذلك لكً نحكم على ٌجب معرفتها عند الحصول على أي إجابة ،  أخطاءوٌنشأ عن استخدام هذه الطرق العددٌة . التحلٌلٌة
.قبول هذه الإجابة أو رفضها

كما ٌجب أن تكون دقٌقة بما . بما ٌكفً لتلبٌة متطلبات مسألة معٌنةغٌر متحٌزة  ودقٌقة  ٌجب أن تكون الطرق العددٌة

لتحدٌد مصادرها وطرائق حسابها بعض أنواع الأخطاء لذلك سنتطرق فً هذه المحاضرة إلى . ٌكفً لتصمٌم مناسب

.لنتمكن من تقلٌل تضخمها فً الموضوعات المدروسة
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alculus 1

بالنسبة لمثل هذه الأخطاء، ٌمكن . تنشأ الأخطاء العددٌة من استخدام التقرٌب لتمثٌل الأوصاف والعملٌات الرٌاضٌة الدقٌقة

على أنها التقرٌبأو الحقٌقٌة و النتٌجة الدقٌقةصٌاغة العلاقة بٌن 

(1)الخطأ         + التقرٌب = القٌمة الحقٌقٌة 

 :وبإعادة الترتٌب نحصل على

(2)التقرٌب          -القٌمة الحقٌقٌة =الخطأ 

.  ٌستخدم لتحدٌد القٌمة الدقٌقة للخطأ

إذا كان التقرٌب أكبر من القٌمة الحقٌقٌة، فسٌكون الخطأ سالبًا  بٌنما  إذا كان أصغر من القٌمة الحقٌقٌة ، سٌكون الخطأ 

.بالخطأ المطلقلذلك ٌتم التعبٌر عن الخطأ الحقٌقً بشكل عام كقٌمة مطلقة وٌشار إلٌه ، موجباً 

(Error Definitions)تعرٌفات الأخطاء 
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(Error Definitions)تعرٌفات الأخطاء 

".   الحقٌقً"للإشارة إلى أن هذا هو الخطأ " t"تم تضمٌن الرمز 

فأي القٌاسٌن أدق؟  طبعا المسافة ، لو قسنا طول غرفة وطول المسافة من اللاذقٌة إلى دمشق وكان الخطأ المطلق نفسه مثلاً 

.من اللاذقٌة إلى دمشق أدق

أي لا ٌعطً فكرة حقٌقٌة عن .  قٌد الدراسة حجم القٌمةأنه لا ٌأخذ فً الحسبان  (الخطأ المطلق)عٌوب هذا التعرٌف فمن 
:  كما ٌلً الخطأ النسبًدقة القٌاس لذلك سنتطرق  إلى تعرٌف 

ٌعرف بأنه عبارة عن الفرق بٌن القٌمة الحقٌقٌة    والقٌمة  (Absolute error):الخطأ المطلق

:وٌعطى بالعلاقة،       بـوٌرمز له ،   التقرٌبٌة   

1tE x x 
tE

x
1x
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كنسبة ٪ للتعبٌر عن الخطأ 100على الرغم من أن هذا المقٌاس مفٌد  إلا أنه عادةً  ٌتم ضرب الخطأ الجزئً النسبً فً 

:وٌعرّف كالآتً. مئوٌة

(Error Definitions)تعرٌفات الأخطاء 

Relative) الحقٌقٌة للقٌمة النسبً الخطأ error):  مقسوماً  المطلق الخطأ عن عبارة وهو 

:بالعلاقة وٌعطى،      بـ له وٌرمز،الحقٌقٌة القٌمة على

1t
r

x xE
E

x x


 

rE
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(Error Definitions)تعرٌفات الأخطاء 

إذا . سم على التوالً 9 و 9999بفرض أن لدٌك مهمة قٌاس أطوال جسر وبرشام وتوصل إلى : 1مثال
احسب الخطأ المطلق والنسبً  والمئوي؟. سم ، على التوالً  10 و 10000كانت القٌم الحقٌقٌة 

Percentage) المئوي الخطأ error): الحقٌقٌة للقٌمة النسبً الخطأ عن عبارة وهو 

:أي        بـ مضروباً 

  

. الحقٌقٌةهً النسبة المئوٌة للخطأ النسبً للقٌمة        

1100% 100%t r

x x
E

x



   

t

100
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(Error Definitions)تعرٌفات الأخطاء 

: الحل

والخطأ ، على التوالً 0.1و  0.0001سم ومع ذلك أخطائهم النسبٌة  1إن كلا القٌاسٌن لهما خطأ مطلق قدره  

.  ٪ على التوال10ً و٪ 0.01المئوي  

نستنتج أننا قمنا بعمل مناسب . الخطأ النسبً للبرشام أكبر بكثٌرلكن سم  1إن الخطأ فً كلتا الحالتٌن هو  نلاحظ 

.لقٌاس الجسر

ومع ذلك  فً المواقف نادرا ما تكون هذه المعلومات . بالنسبة لمثال البرشام والجسر ، تم تزوٌدنا بالقٌمة الفعلٌة

الن تُعرف القٌمة الحقٌقٌة ، بالنسبة للطرق العددٌة . متاحة ًٌ .  إلا عندما نتعامل مع التوابع التً ٌمكن حلها تحلٌل

بالنسبة لهذه الحالات ، . لن نعرف الإجابة الصحٌحة مسبقًا، من الواضح أننا  تطبٌقات العالم الحقٌقًأي فً 
:ٌتمثل البدٌل كما فً

https://manara.edu.sy/


https://manara.edu.sy/

(Error Definitions)تعرٌفات الأخطاء 

فً تحدٌد تقدٌرات الخطأ فً غٌاب  لتطبٌقات العالم الحقٌقًتتمثل إحدى تحدٌات الطرق العددٌة  
.  المعرفة المتعلقة بالقٌمة الحقٌقٌة

:أي   بـ مضروباً   التقرٌبٌة للقٌمة  النسبً الخطأ عن عبارة وهو :التقرٌبٌة للقٌمة المئوي الخطأ

إلى أن الخطأ بالنسبة إلى  aحٌث ٌشٌر الرمز . ) التقرٌبٌةهً النسبة المئوٌة للخطأ النسبً  للقٌمة     

(.  قٌمة تقرٌبٌة
a
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(Error Definitions)تعرٌفات الأخطاء 

ٌتم تنفٌذ هذه العملٌة بشكل متكرر ، لحساب . التكرارالطرق العددٌة ، تستخدم بعض على سبٌل المثال 

الفرق بٌن التقدٌرات غالبًا ما ٌتم تقدٌر الخطأ على أنه فً مثل هذه الحالات ، . الأفضل التقرٌبات
وبالتالً ، ٌتم تحدٌد النسبة المئوٌة للخطأ النسبً وفقًا لـ. السابقة والحالٌة

التكرارٌة الطرق فً  التقرٌبٌة للقٌمة المئوي الخطأ

.هناك طرق أخرى للتعبٌر عن الأخطاء
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(Error Definitions)تعرٌفات الأخطاء 

للقٌام بذلك، ٌجب علٌنا . ٌجب أن نفكر فً وقت التوقف عن التكرارعند تنفٌذ طرٌقة عددٌة تكرارٌة ، 

تحدٌد قٌمة مقبولة لنسبة الخطأ النسبً 

 

       

.للخطأ الأعظمً المرتكبهو النسبة المئوٌة      

(3)a s 

s

(3)

s

إذا تم استٌفائها ، فمن المفترض أن تكون نتٌجتنا ضمن المستوى المقبول. معٌار إٌقافٌشار إلى العلاقة     على أنها 
.المحدد مسبقًا  

  

.

(3)
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:أنواع الأخطاء

:تنقسم الأخطاء إلى أربعة أنواع ٌمكن ترتٌبها على النحو التالً

(Formulation Errors)أخطاء الصٌغ  :  النوع الأول

تنشأ هذه الأخطاء عن بعض الصٌغ والعلاقات التً تصف الحوادث الفٌزٌائٌة والهندسٌة ما هً إلا علاقات  تقرٌبٌة فً 

.  أو إنها تحوي على ثوابت لا ٌمكن تعٌٌنها بدقة نهائٌة كما فً الثوابت الفٌزٌائٌة. معظم الحالات

( Truncation Errors)أخطاء الاقتطاع : النوع الثانً

وعند  ، غٌر منتهٌة  تنشأ هذه الأخطاء من القوانٌن الرٌاضٌة حٌث أنه فً معظم الأحٌان نكتب التوابع بشكل متسلسلات

:وكمثال على ذلك، إجراء نكتفً بعدد  منته من حدود  تلك المتسلسلات وهذا ما ٌؤدي إلى أخطاء مرتكبة 
3 5 7 2 1

0

( 1)
sin ...

3! 5! 7 ! (2 1)!

n n

n

x x x x
x x

n
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:أنواع الأخطاء

( Measurement Errors)أخطاء القٌاس : النوع الثالث

تنشأ هذه الأخطاء عن قٌاس بعض المقادٌر ببعض أجهزة القٌاس المستخدمة كالحواسٌب  والمٌزان والساعة ومقٌاس 

حٌث إن دقة القٌاس تتبع  لحساسٌة الأجهزة المستخدمة فهذه ، الحرارة وغٌرها فهً قابلة للخطأ مهما بلغت من الدقة

.الأجهزة تتأثر بالظروف الجوٌة، أو الشخص الذي أجرى القٌاس

( Round off Errors)أخطاء التدوٌر : النوع الرابع

فهناك الكثٌر من ، تشتمل معظم الطرائق العددٌة على عدد كبٌر من الحسابات ٌتم إجراؤها على حاسوب أو آلة حاسبة

الأعداد الحقٌقٌة لا ٌمكن التعبٌر عنها إلا بعدد منته من الأرقام وبالتالً فإن أخطاء حسابٌة تحدث بالتأكٌد فً كل عملٌة 

.حسابٌة تقرٌباً 
0.66666667:  على الصورة فإنه سٌخزن العدد      ، فمثلا أذا افترضنا أن الحاسب  ٌستخدم عشرة أرقام حسابٌة 

2

3
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(Rounding off): تدوٌر الأعداد 

وٌخضع التدوٌر للقواعد ، ( rounding error)بأخطاء التدوٌر ، ٌسمى الفرق بٌن القٌم المضبوطة والقٌم المخزنة 

:التالٌة

لٌكن العدد العشري  

  

فإن العدد ٌكتب ، نحذف          رقم متتالً( رقما بعد الفاصلة بدلاً من                      بـأي الاكتفاء ) لتدوٌره

بالشكل

:وفق ما ٌلً

1 2 10. .... .....n n n lx a a a a a 

n 1n l1l 

1 2 1.... nx a a a 
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(Rounding off): تدوٌر الأعداد 
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(Rounding off): تدوٌر الأعداد 

ٌعطى  فً تدوٌر الأرقام العشرٌةللخطأ  الأعظمً المرتكب النسبة المئوٌة 

:بالعلاقة

(الاحتفاظ بها)عدد المنازل العشرٌة التً تم التدوٌر إلٌها حٌث  

2(0.5 10 )%ns
 

n

إلى منزلتٌن عشرٌتٌن؟دور العدد   :2مثال

.  ٌصبح العدد بالتدوٌر                     :الحل

إلى منزلتٌن عشرٌتٌن؟دور العدد              :3مثال

. ٌصبح العدد بالتدوٌر                  :الحل

60.73721x 

60.7542x 
60.75x 

60.74x 
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(Rounding off): تدوٌر الأعداد 
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(Rounding off): تدوٌر الأعداد 

:من قانون الخطأ النسبً نجد أنّ 

:والخطأ المئوي

والخطأ الأعظمً المرتكب

  .

0.00389
0.001658063

2.34611
t

r

E
E

x
  

100% 0.001658063 100% 0.1658063%t rE     

2 2(0.5 10 )% 0.5%s
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(Error Estimates in Iterative Methods)تقدٌرات الخطأ فً الطرق التكرارٌة 

xe

على سبٌل المثال، ٌمكن نشر التابع. 2فً الرٌاضٌات ، ٌمكن غالبًا تمثٌل التوابع بمتسلسلة تاٌلور كما تعلمنا فً مقرر تحلٌل 

:بمتسلسلة ماك لوران الأسً 

(مع إضافة المزٌد من الحدود إلى المتسلسلة ، ٌصبح التقرٌب تقدٌرًا أفضل وأفضل للقٌمة الحقٌقٌة لـ     )

الموافقاحسب القٌمة التقرٌبٌة لـ      والخطأ المئوي      للقٌمة التقرٌبٌة بحٌث لا ٌتجاوز الخطأ الأعظمً المرتكب : 7مثال

.منازل عشرٌة لثلاثة 

)

2 3 4

1
2! 3! 4!

x x x x
e x        

xes

https://manara.edu.sy/


https://manara.edu.sy/

(Error Estimates in Iterative Methods)تقدٌرات الخطأ فً الطرق التكرارٌة 

:الحل

:أولاً  لنحسب الخطأ الأعظمً المرتكب الذي ٌضمن نتٌجة صحٌحة لثلاثة أرقام مهمة على الأقل

وبالتالً، سنضٌف حدودًا إلى المتسلسلة حتى 

.ٌقع تحت                     

.  1التقرٌب الأول ٌساوي وبالتالً،  فإن . هو ببساطة بحد واحدالتقرٌب الأول 

2 3(0.5 10 )% 0.05%s
  

0.05%s 
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(Error Estimates in Iterative Methods)تقدٌرات الخطأ فً الطرق التكرارٌة 

عن طرٌق إضافة الحد الثانً كما فً التقرٌب الثانً

ٌكون، من أجل              

الخطأ المئوي للقٌمة التقرٌبٌة هو 

، سنواصل الحساب بإضافة حد آخر       لأن     لٌست أصغر من 

:ٌمكن تلخٌص الحساب كما ٌلً. نستمر حتى               . وبتكرار حسابات الخطأ

1xe x 

0.5 1 0.5 1.5e   

0.5x 

as

a s 
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(Error Estimates in Iterative Methods)تقدٌرات الخطأ فً الطرق التكرارٌة 

.وٌتم إنهاء الحساب،                    وبالتالً، بعد تضمٌن ستة حدود، ٌقع الخطأ التقرٌبً أدناه 0.05%s 
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دقة الأعداد

حٌث إننا نسمح فً ، الآلة الحاسبة ٌختلف عن الحساب فً الجبر والتفاضل  اوإن الحساب الذي ٌتم باستخدام الحاسب 

على سبٌل المثال ٌعرف         على أنه ذلك العدد الموجب الوحٌد ، الرٌاضٌات باستخدام أعداد ذات خانات غٌر منتهٌة
لكن فً العالم الحاسوبً فأن كل عدد قابل للتمثٌل بعدد منته وثابت من . 3الذي لو ضربته بنفسه لحصلنا على العدد 

أي العدد ٌعطً تمثٌلاً تقرٌبٌاً ، (الخانات )الأرقام 

 .ٌمكن أن نعبر عنه بالشكل            أو بالشكل               كتقرٌب أفضل 

3

1.7321.73205

(digit)والرقم  (number)لنمٌز بٌن العدد :  ملاحظة

هً أرقام 2,3,4,5,1بٌنما   عدد 23.451على سبٌل المثال 

https://manara.edu.sy/


https://manara.edu.sy/

 (significant digit)( أو الممٌزة)الأرقام المعنوٌة 

كل الأعداد فً فمثلاً   (significant digit)( أو الممٌزة)الأرقام المعنوٌة  إنّ الأرقام المستخدمة للتعبٌر عن عدد تسمى

.   2و 7و  5والأرقام المعنوٌة فً العدد               هً   العدد               هً أرقام معنوٌة

 

ا أو غٌر معنوٌاً ٌمكن أن ٌكون  والصفرأرقام معنوٌة غٌر الصفرٌة أي الأرقام  ًٌ :كما ٌلًمعنو

(.كل الأرقام فً العدد هً أرقام معنوٌة ) ٌعتبر رقم معنوي 9إلى  1إذا ورد الصفر بٌن الأرقام غٌر الصفرٌة من  -1

(.2و 7 و 5الأرقام المعنوٌة فً العدد هً ) إذا ورد الصفر على ٌسار العدد لا ٌعتبر رقماً معنوٌة -2
إذا ورد الصفر على ٌمٌن العدد نمٌز حالتٌن -3

   a        –أرقام  4ٌتكون من  وأرقام معنوٌة والعدد  5العدد ٌتكون من )إذا وجدت فاصلة للعدد ٌعتبر  الصفر رقم معنوي

(.معنوٌة

         b -  (.العدد ٌتكون من رقم معنوي واحد)إذا لم توجد فاصلة للعدد لا ٌعتبر الصفر رقم معنوي

 

1.732050.00572
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 (significant digit)( أو الممٌزة)الأرقام المعنوٌة 

:ما عدد الأرقام المعنوٌة فً القٌاسات التالٌة :8مثال

:الحل
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(Floating point representation): تمثٌل النقطة العائمة

عادةً ما ٌتم تمثٌل الأعداد ذات الكسور العشرٌة، والأرقام الموجودة على ٌمٌن الفاصلة العشرٌة ، فً أجهزة الكمبٌوتر 

كـإنّ مبدأ تمثٌل بهذه الطرٌقة ٌعتمد على كتابة أي عدد حقٌقً . بطرٌقة النقطة العائمة

الجزء العشري =  sحٌث     

B               = أساس نظام الأرقام المستخدم

            e  =الأس.

.فمثلاً ٌعرض العدد الحقٌقً                   بالصورة                         0.00567835.678  10
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(Truncation Errors)أخطاء اقتطاع 

تم إدخال خطأ اقتطاع فً الحل . أخطاء الاقتطاع هً تلك التً تنتج عن استخدام تقرٌب بدلاً من إجراء رٌاضً دقٌق

  -ننتقل الآن إلى صٌاغة رٌاضٌة تُستخدم على نطاق واسع فً الطرق العددٌة للتعبٌر عن التوابع بطرٌقة تقرٌبٌة . العددي 
.متسلسلة تاٌلور

متسلسلة تاٌلور

:ٌمكن تحدٌدها بإٌجاز لتابع بمتغٌر واحد بالشكل التالً. متسلسلة تاٌلور ، ذات قٌمة كبٌرة فً دراسة الطرق العددٌة

( )

0 0

( )
( ) ( ) ( )

!

m
m m

m
m m

f a
f x c x a x a

m
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(Truncation Errors)أخطاء اقتطاع 

أي

ونكتب

2

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
2!

( )
!

n
n

n

f
f x f a f a x a x a

f
x a R

n


     

  



( ) ( )n nf x p x R 
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(Truncation Errors)أخطاء اقتطاع 

: وٌعطى بالعلاقة  nكثٌر حدود  تاٌلور من الدرجة      حٌث   

              

 

(.الجزء المقتطع من المتسلسلة)هو الباقً            

      

.ماك لورانٌسمى كثٌر حدود حدود تاٌلور كثٌر  a=0فً الحالة الخاصة عندما 

 

( )np x

nR

( )
2( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2! !

n
n

n

f f
p x f a f a x a x a x a

n
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(Truncation Errors)أخطاء اقتطاع 

لحساب القٌمة التقرٌبٌة لـ          عند            للتابع n=6إلى   n=0استخدم متسلسلة تاٌلور بدءاً من  :9مثال

واحسب      لكل تكرار                               

:الحل

لاحظ أن هذا ٌعنً 

 

تتٌح لنا معرفتنا الدالة الحقٌقٌة تحدٌد القٌمة الصحٌحة

( ) cosf x x4
x


 ( )

3
f


a

3 4 12
x a

  
   

(pythonالدقة الكاملة من )

https://manara.edu.sy/


https://manara.edu.sy/

(Truncation Errors)أخطاء اقتطاع 

الحقٌقٌةللقٌمة   والخطأ المئوي

لتقرٌب الدرجة الأولى ، نضٌف حد المشتق الأول ، حٌث

حٌث

للتقرٌب من الدرجة الثانٌة ، نضٌف حد المشتق الثانً ، حٌث 
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(Truncation Errors)أخطاء اقتطاع 

حٌث

هذه العملٌة ٌمكن أن تستمر ، والنتائج المدرجة . وبالتالً ، فإن إدراج حدود إضافٌة ٌؤدي إلى تحسٌن التقدٌر

فً الجدول أدناه
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(Truncation Errors)أخطاء اقتطاع 

 فً التحسن بعض إلى ٌؤدي إضافً حد كل أن لاحظ

 التحسٌنات معظم أن أٌضًا لاحظ ، ذلك ومع .التقدٌر

 ، الحالة هذه فً .الأولى القلٌلة حدود إضافة مع تأتً

 ، الثالث الترتٌب الحد فٌه أضفنا الذي الوقت بحلول

 أننا ٌعنً مما ، ٪0.0262 إلى الخطأ تقلٌل ٌتم

 ، وبالتالً .الحقٌقٌة القٌمة من ٪99.974 إلى وصلنا

 تقلل الحدود من المزٌد إضافة أن من الرغم على
.ضئٌلًا  ٌصبح التحسٌن فإن ، أكثر الخطأ
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Thank you for your attention 
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