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هناك عدد من الأمثلة ذات الصلة مباشرة إلى فكرة التكامل باعتبارها , للتكامل العدٌد من التطبٌقات الهندسٌة والعلمٌة 

.المساحة الواقعة أسفل المنحنى

           .

 
( )

b

a

f x dx
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  (a ) قد ٌحتاج المساح  الأراضً إلى معرفة مساحة حقل ٌحده جدول متعرج وطرٌقان

 (b )قد ٌكون بحاجة إلى معرفة منطقة مقطع عرضً للنهر  .

 (c )قد ٌحتاج المهندس إلى تحدٌد القوة الكلٌة بسبب هبوب رٌاح غٌر منتظمة على جانب ناطحة سحاب

.أمثلة على كٌفٌة استخدام التكامل لتقٌٌم المجالات فً التطبٌقات الهندسٌة والعلمٌة
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ولكن الحاجة تكمن فً معرفة  كٌفٌة,من الواضح جدا أهمٌة التكامل فً الرٌاضٌات التطبٌقٌة 

إجراء التكامل 

(كما هو الحال غالبًا مع البٌانات التجرٌبٌة )لتابع غٌر معلوم إلا عند عدد معٌن من النقاط  -1

.فً حال التابع المكامل معقد بحٌث لا ٌمكن إٌجاد تكاملها بالطرق التحلٌلٌة التقلٌدٌة  -2

ٌظهر فً الكثٌر من مسابل الإحصاء  وتوزٌع الحرارة وتدفق سابل              التكامل المحددفمثلاً 

.وغٌرها من التطبٌقات 

ففً, نلاحظ أن          لٌس له تابع أصلً وبالتالً لا نستطٌع استخدام الطرابق المعروفة لحساب التكامل

.    مثل هذه الأحوال نلجأ إلى الطرابق العددٌة لإٌجاد قٌمة تقرٌبٌة بالدقة المطلوبة لهذا التكامل 

و لٌس عند ذلك فقط نلجأ إلى التكامل العددي بل حتى فً حالات كون الدالة ٌمكن إٌجاد تكاملها بسهولة فإننا نحتاج إلى 

هناك عدد كبٌر من الطرق المستخدمة لحساب . لسرعة وسهولة العمل ودقة النتائجإٌجاد تكاملها بالطرق العددٌة 
.التكاملات عددٌاً وسنذكر فً هذه المحاضرة بعضاً من هذه الطرق

        

2

0

t

xe dx
2xe

https://manara.edu.sy/


https://manara.edu.sy/

 -التكامل العددي 

,  المجالات الجزئٌة المتساوٌة من  nإلى  [a,b]تعتمد معظم طرابق حساب التكاملات العددٌة على تجزبة المجال التكامل 

:أي أن  ,  hطول كل منها 

حٌث

:ملاحظات
هو  (step size)طول الخطوة 

nعدد القطع الجزبٌة هو 
n+1عدد النقاط هو 

b a
h

n




0 1....... na x x x b   

1 0 2 1 1........ n n
b a

x h x x x x x x
n
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 -التكامل العددي 

i=0,1,2,…..nحٌث             xi=a+ih   بالعلاقة  xiو تعطى 

أي 
X0=a       ,x1=a+h ,          x2+a+h , …………            xn=a+nh=b

.خطوات متساوٌة 4إلى [1,3-]أوجد طول الخطوة  من  أجل تجزبة المجال : مثال 

: الحل

طول الخطوة هو                                                    ومنه أطراف المجالات الجزبٌة هً

  

3 1
1

4

b a
h

n

 
  

0 1 2 3 41, 0 , 1, 2, 3x x x x x    
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 -التكامل العددي 

.h=0.1خطوات متساوٌة إذا علمت أن قٌاس الخطوة هو  [1,2]أوجد عدد نقاط تجزبة المجال : مثال 

: الحل

n+1=11ومنه عدد عناصر التجزبة هو 

2 1
0.1 10

b a
h

n

n
n
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Rectangular Rule Method)

هدفنا إٌجاد قٌمة تقرٌبٌة لـ,   [a,b]قابل للمكاملة على المجال  y=f(x)لٌكن لدٌنا التابع 

ما هً إلا المساحة السطح المحصور بٌن منحنً التابع ومحور الفواصل والمستقٌمٌن اللذٌن معادلتهما  sإن قٌمة التكامل 

x=a  وx=b.

:طرٌقة المستطٌلات من أجل مجال جزئً واحد
  [a,b]إنّ قٌمة التكامل التقرٌبٌة هً مساحة المستطٌل الذي طوله المجال 

أي أن  القٌمة التقرٌبٌة للتكامل هً ,  f(a)وعرضه 

( ) ( ) ( )
b

a

S f x dx b a f a  

( )
b

a

S f x dx 
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Rectangular Rule Method)
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Rectangular Rule Method)

نلاحظ أنه إذا كان طول المجال كبٌر فإنً خطأ القٌمة التقرٌبٌة كبٌر وإذا كان طول المجال صغٌر فإن خطأ القٌمة التقرٌبٌة 

نلجأ إلى تجزبة المجال إلى مجالات جزبٌة متساوٌة. صغٌر  لذلك  للحصول على قٌمة تقرٌبٌة أكثر دقة وخطأ مرتكب أقل 

:مجال جزئً متساو nطرٌقة المستطٌلات من أجل 

مجال جزبً متساو وٌكون طول  nإلى  [a,b]نقوم بتجزبة المجال 

الخطوة هو 

أي أن  القٌمة التقرٌبٌة للتكامل هً

b a
h

n




0 1 1
( )

( ) ( ) ( ) .... ( )
b

n

a

b a
S f x dx f x f x f x

n 
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Rectangular 
Rule Method)

 المستطٌلات طرٌقة

 بالعلاقة تعطى أو

0 1 1

( )

( )
( ) ( ) .... ( )

b

a

n

S f x dx

b a
f x f x f x

n 



    

 

1 2

( )

( )
( ) ( ) .... ( )

b

a

n

S f x dx

b a
f x f x f x

n



    

 

النهاٌة نحصل على  الىتسعى  nإذا كانت : ملاحظة 

القٌمة الحقٌقٌة للتكامل  
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Rectangular Rule Method)

المعطاة بالجدول التالً y=f(x)لٌكن لدٌنا : مثال

أوجد قٌمة تقرٌبٌة للتكامل 

h=0.2طول الخطوة هو : الحل
القٌمة التقرٌبٌة للتكامل هً 

2.6

1.6

( )I f x dx 
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Rectangular Rule Method)
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Rectangular 
Rule Method)
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Trapezoidalقاعدة شبه المنحرف  Rule )

وعلى الرغم من زٌادة المجالات الجزبٌة إلا أن الخطأ , إن الطرٌقة المستطٌلات تحمل خطأ كبٌر فً قٌمة التكامل التقرٌبٌة 

سنقوم بإنشاء شبه منحرف,فبدلاً من إنشاء مستطٌلات . ما ٌزال ملحوظاً 

لنتذكر 

مساحة شبه منحرف هً جداء  نصف مجموع القاعدتٌن بالارتفاع 

:قاعدة شبه المنحرف من أجل مجال جزئً واحد
  [a,b]إنّ قٌمة التكامل التقرٌبٌة هً مساحة شبه المنحرف  الذي ارتفاعه طوله المجال 

أي أن  القٌمة التقرٌبٌة للتكامل هً ,  f(b)و  f(a)وطول قاعدتٌه 

  
( )

( ) ( ) ( )
2

b

a

b a
S f x dx f a f b

     

https://manara.edu.sy/


https://manara.edu.sy/

Trapezoidalقاعدة شبه المنحرف  Rule )

أي تمّ استٌفاء الدالة المعطاة بالنقطتٌن بقطعة مستقٌمة وتم  مكاملته وسمٌت هذه الطرٌقة بقاعدة شبه المنحرف لأن قٌمة 

التكامل التقرٌبٌة تساوي مساحة شبه المنحرف

ومنه

استخدم طرٌقة شبه المنحرف لحساب القٌمة التقرٌبٌة للتكامل: مثال

واحسب الخطأ  المبوي النسبً 

1

3

0

I x dx 
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Trapezoidalقاعدة شبه المنحرف  Rule )

القٌمة التقرٌبٌة بقاعدة شبه المحرف هً: الحل

:القٌمة الحقٌقٌة هً

الخطأ المبوي النسبً هو 

1

3

0

1 0
(f((1) f(0))

2

1 1
(1 0)
2 2

I x dx


 

 

 



11 4
3

00

1 1
0

4 4 4

x
I x dx

 
     
 

 
1 1

2 4
100% 100%

1

4

t
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The Composite Trapezoidal)قاعدة شبه المنحرف المركبة  Rule )

مجال جزبً متساو وٌكون طول  nإلى  [a,b]نقوم بتجزبة المجال 

الخطوة هو 

أي أن  القٌمة التقرٌبٌة للتكامل هً

b a
h

n




1 2

0 0 1 1

0 1 1 2 1

0 1 2 1

( ) ( ) ( ) ....... ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .... ( ) ( )
2 2 2

( ) 2 ( ) 2 ( ) ...... 2 ( ) ( )
2

n n

n

x x x x

x x x x

n n

n n

I f x dx f x dx f x dx f x dx

h h h
I f x f x f x f x f x f x

h
I f x f x f x f x f x
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The Composite Trapezoidal)قاعدة شبه المنحرف المركبة  Rule )

المركب المنحرف شبه قاعدة

 حٌث

0 1 2 1( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ...... 2 ( ) ( )
2

b

n n

a

h
f x dx f x f x f x f x f x

       

b a
h

n
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The Composite Trapezoidal)قاعدة شبه المنحرف المركبة  Rule )

استخدم قاعدة شبه المنحرف المركبة لحساب القٌمة التقرٌبٌة للتكامل: مثال

.وذلك بعد تجزبة المجال إلى أربع مجالات جزبٌة واحسب الخطأ  المبوي النسبً

طول الخطوة                                                 ومنه :  الحل

1

3

0

I x dx 

1 0
0.25

4

b a
h

n

 
  

0 1 2 3 40 , 0.25 , 0.5 , 0.75 , 1x x x x x    
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The Composite Trapezoidal)قاعدة شبه المنحرف المركبة  Rule )

        

1

3
0 1 2 3 4

0

3 3 3 33

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )
2

0.25
0 2 0.25 0.5 0.75 1

2
0.265625

h
I x dx f x f x f x f x f x

I

I

      

     
 

 




0.25وكما وجدنا سابقاً القٌمة الحقٌقٌة هً 

  

الخطأ المبوي النسبً هو 

وهً القٌمة التقرٌبٌة

0.25 0.265625
100% 6.25%

0.25t
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The Composite Trapezoidal)قاعدة شبه المنحرف المركبة  Rule )

استخدم قاعدة شبه المنحرف المركبة لحساب القٌمة التقرٌبٌة للتكامل: مثال

.واحسب الخطأ  المبوي النسبً, متخذاً أربع نقاط 

وٌكون                     طول الخطوة                                                 ومنه  n=3ومنه  n+1=4أي :  الحل

2
2

0

sinI x dx



 

0
2
3 6

b a
h

n




  

0 1 2 30 , , ,
6 3 2

x x x x
  

   

2f(x) sinx
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The Composite Trapezoidal)قاعدة شبه المنحرف المركبة  Rule )

 

2
2

0 1 2 3

0

2 2 2
2

sin ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )
2

6 sin 0 2 sin sin sin
2 6 3 2

1.542037743

h
I I x dx f x f x f x f x

I

I




  

      

                                   

 



 نوجد القٌمة الحقٌقٌة  بالآلة الحاسبة
0.8281163288وهً 

  

الخطأ المبوي النسبً هو 

وهً القٌمة التقرٌبٌة

1.542037740.8281163288

0.8281163288

3
100%t
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Simpson’s Rule)قاعدة سٌمبسون  )

    )Rule3 ∕1Simpson’s(سٌمبسون   1⧵3قاعدة 
فً هذه الحالة القٌمة التقرٌبٌة , مع الحالة التً ٌكون فٌها كثٌر الحدود استٌفاء من الدرجة الثانٌة  سٌمبسون3\1تتوافق قاعدة 

 y=bو  y=aوالمستقٌمٌن اللذٌن معادلتهما  f(x) =𝑦للتكامل هً مساحة السطح المحصور بٌن الخط البٌانً للقطع المكافا 

ومحور الفواصل
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   )Rule3 ∕1Simpson’s(سٌمبسون   1⧵3قاعدة 

:وتعطى كثٌر حدود استٌفاء لاغرانج من الدرجة الثانٌة بالعلاقة

وتكون القٌمة التقرٌبٌة للتكامل

  
  

  
  

  
  

1 2 0 2 0 1
0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

)
b

a

x x x x x x x x x x x x
I f f f dx

x x x x x x x x x x x x

                 


  
  

  
  

  
  

1 2 0 2 0 1
0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

( ) ) ( ) ( ) ( )
x x x x x x x x x x x x

p x f x f x f x
x x x x x x x x x x x x
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   )Rule3 ∕1Simpson’s(سٌمبسون   1⧵3قاعدة 

0 1 24
(b a)

6

f f f
I

    
  

وٌكون

حٌث                         ومنه

                                                                                     

وهً صٌغة سٌمبسون البسٌطة  

 0 1 24
3

h
I f f f  

2

b a
h
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   ) Rule )3 ∕1The Composite Simpson’sسٌمبسون المركبة  1⧵3قاعدة 

من المجالات الجزبٌة المتساوٌة الطول حٌث  n=2mإلى عدد زوجً {a,b]ومن أجل أكثر دقة نجزئ المجال 

وٌكون  
2

b a
h




     

2 4

0 0 2 2

0 1 2 2 3 4 2 1

0 1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ....... ( )

4 4 .... 4
3 3 3

4 2 ...... 2 4
3

n n

n

x x x x

x x x x

n n n

n n n

I f x dx f x dx f x dx f x dx

h h h
I f f f f f f f f f

h
I f f f f f f
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   )Rule3 ∕1Simpson’s(سٌمبسون   1⧵3قاعدة 

    )Rule3 ∕1Simpson’s(سٌمبسون   1⧵3قاعدة 

البسٌطة

(The Composite Simpson’s 1∕3 Rule)المركبة 

 0 1 24
3

h
I f f f  

0 1 2 2 14 2 ...... 2 4
3 n n n
h

I f f f f f f 
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Simpson’s)سٌمبسون   3⧵1قاعدة  1∕3 Rule)   

سٌمبسون المركبة لحساب القٌمة التقرٌبٌة للتكامل 3⧵1استخدم قاعدة : مثال

.وذلك بعد تجزبة المجال إلى ست مجالات جزبٌة واحسب الخطأ  المبوي النسبً

طول الخطوة                                                 ومنه :                                    الحل

3

2

0

I x dx 

3 0
0.5

6

b a
h

n

 
  

0 1 2 3 4 5 60 , 0.5 , 1 , 1.5 , 2 , 2.5 , 3x x x x x x x      

2f(x) x
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Simpson’s)سٌمبسون   3⧵1قاعدة  1∕3 Rule)   

:الحل

والقٌمة الحقٌقٌة

0 1 2 3 4 5 64 2 4 2 4
3
0.5
(0) 4(0.25) 2(1) 4(2.25) 2(4) 4(6.25) (9)

3
9

h
I f f f f f f f        

        


33 3
2

00

9
3

x
I x dx
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Simpson’s Rule)قاعدة سٌمبسون  )

    )Rule8 ∕3Simpson’s(سٌمبسون   3⧵8قاعدة 
فً هذه الحالة القٌمة التقرٌبٌة ,  الثالثةسٌمبسون مع الحالة التً ٌكون فٌها كثٌر الحدود استٌفاء من الدرجة 8\3تتوافق قاعدة 

ومحور الفواصل y=bو  y=aللتكامل هً مساحة السطح المحصور بٌن الخط والمستقٌمٌن اللذٌن معادلتهما 

:وتكون القٌمة التقرٌبٌة للتكامل
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   )Rule8 ∕3Simpson’s(سٌمبسون   3⧵8قاعدة 

    )Rule3 ∕1Simpson’s(سٌمبسون  3\8قاعدة 

0 1 2 3
3

3 3
8

h
I f f f f     
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   )Rule8 ∕3Simpson’s(سٌمبسون   3⧵8قاعدة 

:مثال
سٌمبسون لإٌجاد قٌمة تقرٌبه للتكامل                        حٌث 8⧵3استخدم قاعدة :أولا

سٌمبسون لإٌجاد التكامل لنفس التابع السابق  لخمسة  8⧵3سٌمبسون جنبًا إلى جنب مع قاعدة  3⧵1ادمج قاعدة :ثانٌاً 

.مجالات جزبٌة

0.8

0

( )I f x dx 
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   )Rule8 ∕3Simpson’s(سٌمبسون   3⧵8قاعدة 

0.8طول الخطوة                                                      ومنه: أولاً : الحل
0.667

3

b a
h

n


  

0 1 2 30 , 0.667 , 0.5333 , 0.8x x x x   
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)Simpson’sسٌمبسون   3⧵8قاعدة 
)Rule8 ∕3   

:ثانٌا
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 )Cotes Methods-Newton(كوتس-طرٌقة نٌوتن

لإٌجاد التكامل العددي نقوم باستٌفاء  التابع المكامل بكثٌر حدود لاغرانج
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)Cotes -Newtonكوتس-طرٌقة نٌوتن
Methods) 

الفكرة هً استبدال التابع المكامل بكثٌر حدود لاغرانج ومكاملته
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 )Cotes Methods-Newton(كوتس-طرٌقة نٌوتن

الشائعة كوتس-بعض صٌغ نٌوتن
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)

كما فً  ونكاملهما علٌنا إلا أن نجد كثٌر حدود لاغرانج , غٌر منتظمة التوزٌععندما تكون النقاط المعطاة فً الجدول 

المثال الآتً

:مثال
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)

الحل
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:التمرٌن الأول

:التمرٌن الثانً
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:التمرٌن الثالث

:التمرٌن الرابع
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:التمرٌن الخامس
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حل التمرٌن الأول
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حل التمرٌن الثانً
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حل التمرٌن الثانً
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حل التمرٌن الثالث
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حل التمرٌن الرابع
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حل التمرٌن الخامس
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Thank you for your attention 

https://manara.edu.sy/

