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 العلوم شتى فً رٌاضٌة كنماذج الواسعة لاستخداماتها نظرا   الهامة العلمٌة الفروع من التفاضلٌة المعادلات تعتبر : مقدمة

 التفاعلت حركة لحساب مسائل الكٌمٌاء وفً , للنضغاط القابلة غٌر السوائل مسائل نجد الفٌزٌاء فً فمثل   ,المختلفة

 الملاحة وفً ,الفضائٌة والمراكب الصناعٌة الأقمار مسارات حركة لدراسة السماوي المٌكانٌك وفً , وشدتها الكٌمٌائٌة

  وفً , السكان تغٌر حركة لدراسة نالسكا علوم وفً ,وتأخرها البحرٌة والمركبات السفن وصول أزمنة لدراسة البحرٌة

 الهاتف إشارات تمثٌل الآلات حركة لدراسة الهندسة وفً والوبائٌة المعدٌة الأمراض حضانة فترة لحساب الطبٌة العلوم

.النطاق واسعة شتى حقول وفً , الاجتماعً التواصل وسائل على والمنشورات والمحادثات الوسائط انتشار وتمثٌل الجوال

 التً المتغٌرات بٌن مباشرة علقة إٌجاد نستطٌع أن بالضرورة لٌس الطبٌعة, ظواهر تدرس التً المسائل حل عند أي

ٌُّراتها وسرعات (التوابع) المتغٌرات بعض بٌن علقة نجد الأحٌان أغلب ففً .المسألة تصف   الأخرى للمتغٌرات بالنسبة تغ

.مشتقاته وبعض المجهول التابع فٌها ٌدخل معادلة تشكٌل آخر بكلم ونستطٌع .(المستقلة المتحولات)
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 (Definition of the differential equation)تعرٌف المعادلة التفاضلٌة 
.أو تفاضل تابع مجهول بالنسبة لمتحول مستقل واحد أو أكثر مشتقالمعادلة التفاضلٌة معادلة تحتوي على 

.تصنف المعادلة التفاضلٌة وفقا  لثلثة معاٌٌر هً النوع والمرتبة والدرجة

(Ordinary differential equation)المعادلة التفاضلٌة العادٌة 
:بالعلقةهً كل معادلة تفاضلٌة تحوي على التابع     والمتحول المستقل     ومشتقات هذا التابع بالنسبة لـ     وتعطى 

( , , , , ,...) 0F x y y y y   

x

x yx
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:المعادلات التالٌة جمٌعها تفاضلٌة عادٌة

(ODE).ٌرمز للمعادلة التفاضلٌة العادٌة 
(Partial differential equation)المعادلة التفاضلٌة الجزئٌة 
.ومشتقات الجزئٌة لهذا التابع بالنسبة لمتحولات المستقلة تابعا  لمتحولٌن مستقلٌن أو أكثر,هً كل معادلة تحوي على 

5

2

/

3

1)

2)

3) 3 4 2 170cos3

4)( ) 0

5)

y x
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  

   
     
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:المعادلات التالٌة جمٌعها تفاضلٌة جزئٌة

(PDE).ٌرمز للمعادلة التفاضلٌة الجزئٌة 
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(Order of the differential equation)مرتبة المعادلة التفاضلٌة  
على سبٌل المثال. المعادلةتحوٌه  مشتق رتبة أعلىمرتبة المعادلة التفاضلٌة هً 

                                   

.هً معادلة تفاضلٌة جزئٌة من المرتبة الثانٌة                                 

.   الثامنةهً معادلة تفاضلٌة عادٌة من المرتبة                                  

(Degree of the differential equation)درجة المعادلة التفاضلٌة  
على سبٌل المثال .درجة أعلى مشتق تحوٌه المعادلة درجة المعادلة التفاضلٌة هً 

هً معادلة تفاضلٌة عادٌة من المرتبة الثانٌة والدرجة الثالثة,                                     

                                   
.هً معادلة تفاضلٌة جزئٌة من المرتبة الثانٌة والدرجة الثانٌة                                  

(8) 7 4 0y xy y  

2

2

z z
x z
yx

 
 



2
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z
xz
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        

3 5 3( ) 2( ) 3y y y x   
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(Solution of the differential equation)حل المعادلة التفاضلٌة  
على المجال     إنه حل للمعادلة التفاضلٌة العادٌة nنقول عن التابع              المعرَف والقابل للشتقاق حتى المرتبة 

.إذا عوضنا التابع ومشتقاته بالمعادلة  حصلنا على مطابقة محققة مهما كان          

هل                حل للمعادلة                ؟: مثال

ومنه                  ومنه                    بالتعوٌض بالمعادلة نجد أنَ :                    الحل

ومنه                 حل للمعادلة

x I

( )y f xI
( , , , , ,...) 0 (1)F x y y y y   

siny x'' 0y y 

siny x' cosy x'' siny x

'' sin sin 0y y x x   
siny x'' 0y y 
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لهذه منحنٌاً تكاملٌاً البٌانً لهذا التابع ٌسمى  المنحنًفإن (1)حل المعادلة التفاضلٌة العادٌة              إذا كان : ملاحظة 

.المعادلة

 (General solution of a differential solution)الحل العام لمعادلة تفاضلٌة
فإنه ٌسمى  nعددها  (arbitrary constants)ثوابت اختٌارٌة   nذات المرتبة   (1)إذا تضمن حل المعادلة التفاضلٌة العادٌة

 .الحل العام لهذه المعادلة

ٌمكن أن ٌكون الحل العام تابعا  صرٌحا  من الشكل 

أو تابعا  ضمنٌا  من الشكل 

.  ثوابت اختٌارٌة               ن  إحٌث 

هو الحل العام للمعادلة التفاضلٌة                                          التابع  ، على سبٌل المثال
.ٌحقق المعادلة وٌحوي ثابتٌن اختٌارٌٌنلأنه 

( )y f x

1 2( , , , ,..., ) 0nx y c c c 
1 2( , , ,..., )ny x c c c

1 2, ,..., nc c c

1 2cos(2 ) sin(2 )y c x c x 4 0y y  
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(Partial solution of a differential solution) الحل الخاص لمعادلة تفاضلٌة
إذا أمكن الحصول علٌه من الحل العام بإعطاء الثوابت  (1)إنه حل خاص للمعادلة التفاضلٌة              نقول عن التابع 

(.         بما فٌها )الاختٌارٌة قٌما  عددٌة 

هو                        الحل العام للمعادلة التفاضلٌة  : مثال

نحصل على الحل الخاص              بوضع 

نحصل على الحل الخاص             وبوضع  
نحصل على الحل الخاص             وبوضع 

بما أن الحل العام ٌحوي ثوابت كٌفٌة فإن عدد الحلول الخاصة لانهائً, ولتحدٌد الحل الخاص الذي ٌصف عملٌة أو : ملاحظة 
:فمثل  إذا كانت المسألة على النحو الآتً. ظاهرة معٌنة ٌلزم توافر معلومات إضافٌة

للإجابة عن . تتحرك سٌارة على طرٌق مستقٌمة بحركة منتظمة باتجاه المدٌنة  بسرعة ثابتة , متى تصل السٌارة إلى المدٌنة ؟

هذا السؤال ٌجب معرفة مكان وجود السٌارة فً بداٌة تحركها, أي معرفة المسافة التً كانت تبعدها السارة عن المدٌنة فً 
.  اللحظة الابتدائٌة

( )y f x


1y 

1

1 x
y

ce



2y y y  

1\1 2 xy e 

0y 
0c 

2c 
c 
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    (Singular solution of a differential solution) معادلة تفاضلٌةللالحل الشاذ 

حل  شاذا  إذا لم ٌكن بالإمكان الحصول علٌه من الحل العام بإعطاء  (1)ٌسمى                حل المعادلة التفاضلٌة العادٌة 

.  الثوابت الاختٌارٌة قٌما  عددٌة

هو التابع                             للمعادلة التفاضلٌة الحل العام :مثال 

  
.حل شاذ لهافهو                   أما التابع  

( )y f x

22y c x c  2 42 ( )y xy x y  

23
3

8
y x 
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المحلولة بالنسبة للمشتق المعادلات التفاضلٌة العادٌة من المرتبة الأولى 
First Order Ordinary Differential Equations Solvable to the Derivative

.سندرس فً هذه الفقرة بعض المعادلات التفاضلٌة العادٌة من المرتبة الأولى والدرجة الأولى المحلولة بالنسبة للمشتق

:الشكل العام للمعادلة التفاضلٌة العادٌة من المرتبة الأولى والدرجة الأولى هو

                                        

:شكلالبفإنها تكتب       إذا كانت هذه المعادلة محلوله بالنسبة لـ 

أو بالشكل

وٌكون حلها العام تابعا  صرٌحا  من الشكلمعادلة تفاضلٌة عادٌة محلولة بالنسبة للمشتق وتدعى 

( , ) (2)y f x y 

( , ) ( , ) 0 (3)M x y dx N x y dy 

( , )y x c

111

( , , ) 0F x y y  
y 
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المحلولة بالنسبة للمشتق المعادلات التفاضلٌة العادٌة من المرتبة الأولى 

(Equation with separable variables)منفصلة المتحولٌن معادلات  
:تصبح من الشكل (3)فقط فإن المعادلة     تابعا  لـ        فقط وكان    تابعا  لـ     إذا كان   

:, نحصل على حلها العام بالمكاملة المباشرةمنفصلة المتحولٌنوتسمى معادلة 

                             

.كٌفً ثابت     حٌث أن  

( ) ( ) 0M x dx N y dy 

( ) ( )M x dx N y dy c  

MN xx

c
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المحلولة بالنسبة للمشتق المعادلات التفاضلٌة العادٌة من المرتبة الأولى 

ٌِّن الحل العام للمعادلة التفاضلٌة العادٌة: مثال  :ع

:الحل

:فنحصل على       نقسم طرفً المعادلة علىإذا كان             

وهذا ٌعنً أنها منفصلة المتحولٌن

:للمعادلة وهو بمكاملة الطرفٌن والترتٌب نحصل على الحل العام
.كٌفً ثابت أن     حٌث 

قٌمة      لأنه لا ٌنتج عن الحل العام بإعطاء الثابت الكٌفً   للمعادلة  هو حل شاذ               فإن             وإذا كان  
.عددٌة محددة

sin 0y x dx dy 

sin 0
dy

x dx
y

  y 0y 

21
( cos )
4

y c x 
c

0y 0y c
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( Initial Conditions and Boundary Conditions)الشروط الابتدائٌة والشروط الحدٌة 

إنَ لكل معادلة تفاضلٌة عدد لانهائً من الحلول الخاصة وٌعتمد ذلك على القٌم التً تعطً الثوابت التً تتضمنها حلول 
شروطا  ابتدائٌة أو  nولنعٌن حل خاص ٌجب أن نعرف .nالمعادلة التفاضلٌة والتً عددها ٌساوي مرتبة المعادلة التفاضلٌة 

.  بشرط أن تكون المعادلة قابلة للحل, ٌتوجب أن ٌحققها الحلحدٌة 

وتدعى المعادلة التفاضلٌة مع بالشروط الابتدائٌة ندعو هذه الشروط عند نقطة واحدة إذا كانت الشروط المفروضة  -
(Initial value problem).(مسألة كوشً)بمسألة القٌمة الابتدائٌةالشروط الابتدائٌة 

وتدعى المعادلة التفاضلٌة مع الشروط , بالشروط الحدٌةندعو هذه الشروط , أكثر من نقطة واحدة شرطا  عند  nإذا توفرت -

(Boundary value problem).بمسألة القٌمة الحدٌةالحدٌة 

:من المرتبة الأولى لمعادلة تفاضلٌة محلولة للمشتق ( مسألة القٌمة الابتدائٌة)مسألة كوشً فمثلاً 

هً مسألة إٌجاد الحل للمعادلة 

وٌحقق الشرط الابتدائً 

( , )y f x y 

0 0( )y x y
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( Initial Conditions and Boundary Conditions)الشروط الابتدائٌة والشروط الحدٌة 

:المرتبة الثانٌة لمعادلة تفاضلٌة من ( مسألة القٌمة الابتدائٌة)مسألة كوشً أو 

هً مسألة إٌجاد الحل للمعادلة 

وٌحقق الشرطٌن الابتدائٌٌن  

:من المرتبة الثانٌة لمعادلة تفاضلٌة مسألة القٌمة الحدٌة أما  

هً مسألة إٌجاد الحل للمعادلة 

وٌحقق الشرطٌن عند نقطتٌن مختلفتٌن   

( , , , '') 0F x y y y 

0 0( ) , '( )y x a y x b 

( , , , '') 0F x y y y 

0 0 1 1( ) , ( )y x y y x y 

( , , )F x y y pppp 
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طرائق عددٌة للمعادلات التفاضلٌة العادٌة بشروط ابتدائٌة
Numerical Methods of differential equations with initial value

بشكل عام لٌس لجمٌع المعادلات التفاضلٌة حلولا  تحلٌلٌة أو أنه قد ٌكون من الصعب إٌجاد الحلول التحلٌلٌة للمعادلات 

.قد تكون الملجأ الوحٌد لإٌجاد حلول المعادلات التفاضلٌةالحلول العددٌة وبالتالً فإن . التفاضلٌة

.إن الطرائق العددٌة ستنتج حلولا  عددٌة تقرٌبٌة
.ت التفاضلٌة العادٌةفً هذا الفصل سوف نشتق ونحلل طرق عددٌة لحل مسألة القٌمة الابتدائٌة للمعادلاوبشكل عام 

:شكلرتبة الأولى التً ٌعبر عنها بالمالنبدأ مناقشتنا بمعادلة تفاضلٌة من 

مع الشرط الابتدائً

عند نقاط تنتج جدولاً من القٌم التقرٌبٌة    بشكل عام فإن الطرائق العددٌة لحل مسألة القٌمة الابتدائٌة هً خوارزمٌات 

غالبا  ما تكون موزعة على أبعاد متساوٌة

0 0( )y x y
( , )y f x y 

iyix
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(Taylor's method)طرٌقة 

بفرض أن المسألة                            مع الشرط الابتدائً 
عندئذٍ ٌمكننا نشر الحل        وفق متسلسلة تاٌلور , مرة n+1تملك حل وحٌد هو       على مجال               وقابل للشتقاق 

:ونحصل على  nونكتفً بالحدود حتى المرتبة  xiبجوار 

نحصل على( 1) بـبفرض                    فٌكون                                         بالتعوٌض 

حٌث                                                                                                            

( , )y f x y 0 0( )y x y
[a,b]I ( )y x ( )y x

     
   ( )

2
''

' ( ) ( ) ......... ( ) (1)
2! !

n
i i n

i i i i i

y x y x
y x y x y x x x x x x x

n
       

1ix x 

( )
2

1

''
' ..... (2)

2! !

n
ni i

i i i

y y
y y y h h h

n    

1i i ix x x x h   

i 0,1,2....n
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(Taylor's method)طرٌقة 

تاٌلور قاعدة

 حٌث

( )
2

1

''
' .....

2! !

n
ni i

i i i

y y
y y y h h h

n    

i 0,1,2....n
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(Taylor's method)طرٌقة تاٌلور 

لٌكن لدٌنا المعادلة التفاضلٌة: مثال

.باستخدام طرٌقة تاٌلور من المرتبة الرابعة x=0.4أوجد حل المعادلة فً النقطة 

   n=4: الحل

0 1 2

3 4

0 , 0.1 , 0.2

0.3 , 0.4

x x x

x x

  

 
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(Taylor's method)طرٌقة تاٌلور 
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(Taylor's method)طرٌقة تاٌلور 
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(Taylor's method)طرٌقة تاٌلور 

:الحل

حٌث                                                                                   
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(Taylor's method)طرٌقة تاٌلور 

نتابع بنفس الأسلوب
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(Euler's method) أولرطرٌقة 

لحل مسائل القٌم الابتدائٌة فً المعادلات التفاضلٌة من المرتبة الأولى أولرطرٌقة 

لٌكن        هو الحل الدقٌق لمسألة القٌمة الابتدائٌة

حسب طرٌقة الفروق التقدمٌة لدٌنا 

: نعوض فً المعادلة التفاضلٌة نحصل على

ومنه 

حٌث                                                           
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(Euler's method) أولرطرٌقة 

أولر طرٌقة

 حٌث
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(Euler's method) أولرطرٌقة 

لحل المعادلة التفاضلٌة  أولراستخدم طرٌقة : مثال

h=1على المجال            حٌث 
ومنه:                                         الحل
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(Euler's method) أولرطرٌقة 

لدٌنا: الحل التحلٌلً 

الطرفٌن                          نكامل

لدٌنا                     ومنه                    أي                                           

ومنه حل المعادلة الفعلً هو      

' 2y x

2y x c (0) 1y 21 0 c 0c 
2 1y x القٌمة الفعلٌةالقٌمة التقرٌبٌة

11X0=0

121=x1

352=x2

7103=x3

13174=x4

وكل ما ابتعدنا عن نقطة  أولرنلحظ أن الخطأ تراكمً فً 

ابتدائٌة تقل الدقة
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(Euler's method) أولرطرٌقة 

لٌكن لٌنا المعادلة التفاضلٌةمثال 
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(Euler's method) أولرطرٌقة 

:الحل
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:التمرٌن الأول

:التمرٌن الثانً

h=1و   y(0)=1حٌث   [0,3]على المجال    y’=(x-y)\2المعادلة التفاضلٌة  أوٌلرحل بطرٌقة 
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:التمرٌن الثالث
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حل التمرٌن الأول
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حل التمرٌن الثانً
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حل التمرٌن الثالث
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Thank you for your attention 
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