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Numerical analysis

Lecture 9

الحلول العددية للمعادلات التفاضلية العادية
(Numerical Solution of
Ordinary Differential

Equations )
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طرائق عددية للمعادلات التفاضلية العادية بشروط ابتدائية
Numerical Methods of differential equations with initial value

.ت التفاضلٌة العادٌةعددٌة لحل مسألة القٌمة الابتدائٌة للمعادلاالطرق الفً المحاضرة السابقة درسنا بعض : مقدمة 

أوٌلر -1واستعرضنا طرٌقتً 

تاٌلور  -2                        

فً هذه المحاضرة سنتناول طرائق أخرى أكثر دقة وفاعلٌة 

عند نقاط تنتج جدولاً من القيم التقريبية    بشكل عام فإن الطرائق العددٌة لحل مسألة القٌمة الابتدائٌة هً خوارزمٌات 

غالباً ما تكون موزعة على أبعاد متساوٌة
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طرائق عددية للمعادلات التفاضلية العادية بشروط ابتدائية
Numerical Methods of differential equations with initial value
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Runge-Kutta)كوتا  رانجطرائق  method)
فإنها لا تستخدم كثٌراً فً  للحصول على دقة معقولة لذا( ٌجب أن تكون صغٌرة ℎقٌمة ) إلى خطوة صغٌرة  أولرطريقة تحتاج 

كأسلوب عام لحل المعادلات التفاضلٌة لأنها تتطلب إجراء حسابات  غٌر مرغوبةطريقة تايلور كذلك فإن , التطبٌقات العملٌة 
𝑓كثٌرة لإٌجاد قٌم التابع  (x,y)  كوتا –طرق رانج أما , مما ٌجعلها معقدة ومكلفة زمنٌاً بالنسبة لكثٌر من المسائل , ومشتقاته

مع دقة عالٌة المستخدمة فً إٌجاد الحل التقرٌبً للمعادلات التفاضلٌة فهً تمكننا من الحصول على  فتعد من أهم الطرائق
.y (x)تجنب الحاجة إلى اشتقاق التابع 
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Runge-Kutta)كوتا  رانجطرائق  method)

:ٌمكن أن ٌعبر عنها بالشكلونلاحظ أن , هً مقدار الزٌادة أو المٌل حٌث 

  

كوتا هو- رانجإن الشكل العام للحل التقريبي بطرائق 

1i iy y h  

(x ,y ,h)i i 

1 1 2 2 ...... n na k a k a k    
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Runge-Kutta) رانج كوتا من المرتبة الثانية ائقطر 2nd Order Method)

 :ٌتم إٌجاد قٌم التقرٌب بالعلاقة التالٌة

حٌث 

أي 

1i iy y h  

1 1 2 2a k a k  

1 1 1 2 2( )i iy y h a k a k   

0y 
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  رانج كوتا من المرتبة الثانية ائقطر

 الثانية المرتبة من كوتا رانج ائقطر

حيث                                    

h=step و size

                               

 حيث

𝑞11 بالعبارة ممثلٌن وسطاء أربعة ٌوجد , 𝑝1, 𝑎2, 𝑎1 :

1 1 1 2 2( )i iy y h a k a k   

1 2 2 1 2 11

1 1
1, ,

2 2
a a a p a q   

1

2 1 11 1

( , )

( p h, h )
i i

i i

k f x y

k f x y q k



  

0,1......, 1i n 
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 Midpoint)طريقة نقطة المنتصف 
method) 

a2.ٌوجد ثلاث طرق مختلفة وذلك تبا لقٌمة 
(Midpoint method)طريقة نقطة المنتصف 

وفً هذه الحالة ٌكون 𝑎2 = 1نحصل علٌها من طرٌقة نقطة المنتصف بوضع 

                                                            

:

(Midpoint method)طريقة نقطة المنتصف 
حيث                                                  

1 1 11

1 1
0, p ,

2 2
a q  

1
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( h, h)
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k f x y k



  

1 2i iy y k h   0,1......, 1i n 
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Heun's)طريقة هين  method)

وفً هذه الحالة ٌكونبوضع  رانج كوتا من المرتبة الثانية ائقطرنحصل علٌها من 

                                                            

:

2

1

2
a 

1 1 11

1
, p 1, 1
2

a q  

Heun's)طريقة هين   method)

                                         حيث 

    

1 1 2

1
( )

2i iy y h k k   

1 2 1( , ) , ( h, h)i i i ik f x y k f x y k   
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(Ralston's method)طريقة رالستون 

وفً هذه الحالة ٌكونبوضع  رانج كوتا من المرتبة الثانية ائقطرنحصل علٌها من 

                                                            

:

2

2

3
a 

1 1 11

1 3 3
, p ,
3 4 4

a q  

(Ralston's method)طريقة رالستون 

                                         حيث 

    

1 1 2

1 2
( )
3 3i iy y h k k   

1 2 1

3 3
( , ) , ( , )

4 4i i i ik f x y k f x h y k h   

https://manara.edu.sy/


https://manara.edu.sy/

مثال

أوجد الحل التقرٌبً لمسألة الشرط الابتدائًطريقة هين باستخدام 

لدٌنا: الحل

' sin ,x 0,1

(0) 1 , 0.5

y y x

y h
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1 1 2

1 2 1

1
( )

2
( , ) , ( h, h)

i i

i i i i

y y h k k

k f x y k f x y k

   

   

:تعطى معادلات هٌن بالشكل

y1لنحسب 

  

0 0

1 1 0 0 0 0

2 1 2 0 0

2

1 0 1 2

1

0 0 1

( , ) , ( , ) sin 1sin 0 0

( h, h) , ( 0.5, 0.5(0))

(0.5, 1) 1sin(0.5) 0.4794255

1 0.5
( ) 1 (0 0.4794255

2 2
1.1198564

i i

i i

i x y

k f x y k f x y y x

k f x y k k f x y

k f

y y h k k

y
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1 1

1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 1

2

2 1 1 2

1 0,5 1.1198564

( , ) , ( , ) sin 1.1198564 sin 0,5 0.5368878

( h, h) , ( 0.5, 0.5(0.5368878))

(1, 1.3883003) 1.3883003sin1 1.1682442

1 0.5
( ) 1.1198564

2

i i

i i

i x y

k f x y k f x y y x

k f x y k k f x y

k f

y y h k k

  

     

       

  

    

2

(0.5368878 1.1682442)
2

1.5461394y





(0,1) (0,5,1.1198564)(1,1,5461394)

https://manara.edu.sy/


https://manara.edu.sy/

Third-Order)رانج كوتا من المرتبة الثالثة طريقة  Runge-Kutta Methods) )

 لثةالثا المرتبة من كوتا رانج ائقطر

                                   

حيث 

h=step و size

                               

1 1 2 3

1
( 4 k )

6i iy y h k k    

1

2 1

3 1 2

( , )

1 1
( h, h )

2 2
( h, h 2k h)

i i

i i

i i

k f x y

k f x y k

k f x y k
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Fourth -Order)الرابعة طريقة رانج كوتا من المرتبة  Runge-Kutta Methods)

رابعةال المرتبة من كوتا رانج ائقطر

                                   

حيث 

h=step و size

                               

1 1 2 3 4 0

1
( 2 2k k ) ,

6i iy y h k k y a      

1

2 1

3 2

4 3

( , )

1 1
( h, )

2 2
1 1

( h, k )
2 2

( , )

i i

i i

i i

i i

k hf x y

k hf x y k

k hf x y

k hf x h y k



  

  

  

وتعطى , إنما الاستخدام الشائع لها بأن تكون من المرتبة الرابعة ,كوتا من المرتبة الثالثة –عموماً لا تستخدم طرٌقة رانج 

:معادلتها كالتالً
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Fourth -Order)الرابعة طريقة رانج كوتا من المرتبة  Runge-Kutta Methods)

الرابعةكوتا من المرتبة –أوجد الحل التقرٌبً لمسألة القٌمة الابتدائٌة باستخدام طرٌقة رانج مثال 

لدٌنا  :الحل

' 1 , 0 x 0.4

(0) 1 , 0.1

y y x

y h
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3 3

4 4

0 1

0.1

0,2

0,3
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x y

x y
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( , ) 1 , 0.1f x y y x h   
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1 1 2 3 4

1

2 1

3 2

4 3

1
( 2 2k k )

6
( , )

1 1
( h, )

2 2
1 1

( h, k )
2 2

( , )

i i

i i

i i

i i

i i

y y h k k

k hf x y

k hf x y k

k hf x y

k hf x h y k

     



  

  

  

:بالشكل رانج كوتامعادلات  عطى
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Fourth -Order)طريقة رانج كوتا من المرتبة الرابعة  Runge-Kutta Methods)

1

2 1 1

3 2 2

4 3 3

1 1 2 3 4

( , ) 0.1 ( , ) 0.1( 1)

1 1 0.1 1
( h, ) 0.1 ( , )

2 2 2 2
1 1 0.1 1

( h, k ) 0.1 ( , k )
2 2 2 2

( , ) 0.1 ( 0.1, )

0.1
( 2 2k k )

6

i i i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

i i

k hf x y f x y y x

k hf x y k f x y k

k hf x y f x y

k hf x h y k f x y k

y y k k
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Fourth -Order)طريقة رانج كوتا من المرتبة الرابعة  Runge-Kutta Methods)

0 0

1 0 0 0 0

2 0 0 1

3 0 0 2

4 3

1 0 1 2 3 4

0 0 1

( , ) 0.1 ( , ) 0.1( 1) 0

1 1 0.1 0.1
0.1 ( h, ) 0.1 ( ,1) 0.1( 1 1) 0.005

2 2 2 2
1 1

0.1 ( h, k ) 0,009525
2 2

( , ) 0,00525

1 0.1
( 2 2k k ) 1 (0 0

6 6

i i

i i

i x y

k hf x y f x y y x

k f x y k f

k f x y

k hf x h y k

y y h k k

  

      

        

   

   

        .01 2(0,009525) 0,00525)

1,0048375009
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Fourth -Order)طريقة رانج كوتا من المرتبة الرابعة  Runge-Kutta Methods)

القٌم المحسوبةوٌمثل الجدول أدناه , وهكذا نستطٌع أن نحصل على القٌم 
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:التمرين الأول

𝑦′ = -𝑦 + 𝑥 + 1           ; 0 ≤ 𝑥 ≤ 0.9
𝑦(0) = 1               , ℎ = 0.1

:التمرين الثاني
:باستخدام طرٌقة رالستون أوجد الحل التقرٌبً لمسألة القٌمة الابتدائٌة

0 ≤ 𝑥 ≤ 0.9          𝑦(0) = 1               , ℎ = 0.1
                

:باستخدام طرٌقة هٌن أوجد الحل التقرٌبً لمسألة الشرط الابتدائً
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:التمرين الثالث
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حل التمرين الأول

0:تعطى معادلات هٌن بالشكل 1 2 3 4

5 6 7 8 9

0 , 0.1 , 0.2 , 0.3 , 0.4

0.5 , 0.6 , 0.7 , 0.8 , 0.9

x x x x x

x x x x x

    

    

1 1 2

1 2 1

1
( )

2
( , ) , ( h, h)

i i

i i i i

y y h k k

k f x y k f x y k
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حل التمرين الثاني

0 1 2 3 4

5 6 7 8 9

0 , 0.1 , 0.2 , 0.3 , 0.4

0.5 , 0.6 , 0.7 , 0.8 , 0.9

x x x x x

x x x x x

    

    

حصل على القٌم التقرٌبٌة لحل المعادلة التفاضلٌة المبٌنة فً الجدول التالًنانطلاقاً من معادلة رالستون 
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حل التمرين الثالث
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Thank you for your attention 
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