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د. نزار عبد الرحمن  –ميكانيك النقطة المادية  –لمحاضرة الثانية ا  

 

لأشعة الديكارتية ا  

تخدم التمثيل الديكارتي للأشعة من أجل حل المسائل  في الفراغ يس     

   ثلاثي الأبعاد .

،  Zقاعدة اليد اليمنى : يشير أصبع الإبهام إلى الاتجاه الموجب للمحور 

إلى   Xمن الاتجاه الموجب للمحور      Zوتدور أصابع اليد اليمنى حول المحور  

 .Y الاتجاه الموجب للمحور 

 

 : المركبات النظامية للشعاع 

 يرمز للشعاع بشعاع فوق القوة ،أو بخط ،أو بحرف عريض . 

بة واحدة ، أو اثنتين ،أو ثلاث مركبات   Aيمكن للشعاع 
ّ

أن يمتلك مرك

وفق عمليتين   A.يمكننا تحليل الشعاع X,Y,Zنظامية وفق الاتجاهات 

 :  متتاليتين لمتوازي الأضلاع
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 :  وفق مايلي  A: يمكننا تحليل الشعاع   أولا

𝑨 = À + 𝑨𝒁 

À =  𝑨𝒙 + 𝑨𝒚  

 ثلاث مركبات نظامية :  وفق   A الشعاعكتابة أي أننا نستطيع 

𝑨 = 𝑨𝒙 + 𝑨𝒚 + 𝑨𝒛 

 X,Y,Zلتحديد اتجاه المحاور   J,K I,:تستخدم الأشعة لأشعة الواحدية  ا

 

 

كشعاع ديكارتي وفق الصيغة  A: يمكننا كتابة الشعاع   تمثيل الشعاع الديكارتي 

 : التالية
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𝑨 = 𝐴𝑥  𝒊 + 𝐴𝑦𝒋 + 𝐴𝑧𝒌 

 

 : الشعاع الديكارتي طويلة

𝐴 = √𝐴𝑥 
2 + 𝐴𝑦 

2 + 𝐴𝑧 
2

 

 

 

 

 : زوايا الاتجاه للشعاع الديكارتي 

   X,Y,Zعلى محاور الاحداثيات  Aنحدد مسقط الشعاع 

 :  "التي تسمى " اتجاهات التجيب لدينا الزوايا التالية مع المحاور 
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𝐶𝑂𝑆𝛼 =
𝐴𝑥

𝐴
  , 𝐶𝑂𝑆𝛽 =

𝐴𝑦

𝐴
, 𝐶𝑂𝑆𝛾 =

𝐴𝑧

𝐴
 

الحصول على اتجاهات الزوايا عن طريق كتابة شعاع الواحدة     ايمكنن   

𝑼𝐴 =  
𝑨

𝐴
=  

𝐴𝑥

𝐴
 . 𝒊 +

𝐴𝑦

𝐴
𝒋 +

𝐴𝑧

𝐴
 𝒌 

𝐴 = √𝐴𝑥 
2 + 𝐴𝑦 

2 + 𝐴𝑧 
2 

 

 

𝑼𝐴 = 𝐶𝑂𝑆𝛼 . 𝒊 + 𝐶𝑂𝑆𝛽. 𝒋 + 𝐶𝑂𝑆𝛾. 𝒌 

 

𝐶𝑂𝑆2𝛼 + 𝐶𝑂𝑆2𝛽 + 𝐶𝑂𝑆2𝛾 =  1 

 

، يمكننا كتابة   A إذا كانت معطاة قيمة واتجاه الزوايا للشعاع الخلاصة :

   : الشعاع  وفق الاحداثيات الديكارتية

𝑨 = 𝐴. 𝑼𝐴  
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𝑨 = 𝐴. 𝐶𝑂𝑆𝛼 . 𝒊 + 𝐴. 𝐶𝑂𝑆𝛽. 𝒋 + 𝐴. 𝐶𝑂𝑆𝛾. 𝒌 

 

= 𝐴𝑋 . 𝒊 + 𝐴𝑌. 𝒋 + 𝐴𝑍𝑘  

 

 جمع وطرح الأشعة الديكارتية : 

𝑹 = 𝑨 + 𝑩 = (𝐴𝑥 + 𝐵𝑥)𝒊 + (𝐴𝑦 + 𝐵𝑦)𝒋 + (𝐴𝑧 + 𝐵𝑧)𝒌 

𝑹 = 𝑨 − 𝑩 = (𝐴𝑥 − 𝐵𝑥)𝒊 + (𝐴𝑦 − 𝐵𝑦)𝒋 + (𝐴𝑧 − 𝐵𝑧)𝒌 

𝐹𝑅 = ∑ 𝐹 = ∑ 𝐹𝑥 𝑖 + ∑ 𝐹𝑦𝑗 + ∑ 𝐹𝑧𝑘 

 

 

 

 

 . وأوجد الطويلة وزوايا الاتجاهوفق الشعاع الديكارتي   Fاكتب القوة  -1-2مسألة 
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ليستا زوايا الاتجاه . نطبق    Fتعرّفان منحى القوة    45و  60الحل : الزاويتين 

إلى مركبات   Fقاعدة متوازي الأضلاع مرتين ،حيث توجد حاجة لتحليل القوة 

𝑭، أولا نحلل  X,Y,Zوفق المحاور  = 𝑭ˊ + 𝑭𝒁,        

ˊ𝑭   وبعدها  = 𝑭𝑿+𝑭𝒀  

𝑭𝒁  = 100 sin 60 =86.6 lb  

   𝑭ˊ = 𝟏𝟎𝟎𝒄𝒐𝒔𝟔𝟎 = 𝟓𝟎 𝒍𝒃  

𝑭𝑿 = 𝑭ˊ𝒄𝒐𝒔𝟒𝟓 = 𝟓𝟎𝒄𝒐𝒔𝟒𝟓 = 𝟑𝟓. 𝟒𝒍𝒃 

𝑭𝒚 = 𝑭ˊ𝒔𝒊𝒏𝟒𝟓 = 𝟓𝟎𝒔𝒊𝒏𝟒𝟓 = 𝟑𝟓. 𝟒𝒍𝒃 

 yهو عكس الاتجاه الموجب للمحور  𝑭𝒚مع ملاحظة أن منحى القوة  
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𝑭 = {𝟑𝟓. 𝟒𝒊 − 𝟑𝟓. 𝟒𝒋 + 𝟖𝟔. 𝟔𝒌} 𝒍𝒃 

  100LBيجب أن تساوي Fمن أجل حساب طويلة الشعاع 

𝑭 = √𝑭𝒙
𝟐 + 𝑭𝒚

𝟐 + 𝑭𝒛
𝟐 

= √(𝟑𝟓. 𝟒)𝟐 + (𝟑𝟓. 𝟒)𝟐 + (𝟖𝟔. 𝟔)𝟐 = 𝟏𝟎𝟎𝒍𝒃 

 

يمكن تعريفها عن طريق الأشعة الواحدية    Fمن أجل حساب زوايا المنحى للقوة 

 المؤثرة باتجاه القوة :

𝑼 =
𝑭

𝑭
=

𝑭𝒙

𝑭
𝒊 +

𝑭𝒚

𝑭
𝒋 +

𝑭𝒁

𝑭
𝒌 

=
𝟑𝟓. 𝟒

𝑭
𝒊 −

𝟑𝟓. 𝟒

𝑭
𝒋 +

𝟖𝟔. 𝟔

𝑭
𝒌 

= 𝟎. 𝟑𝟓𝟒𝒊 − 𝟎. 𝟑𝟓𝟒𝐣 + 𝟎. 𝟖𝟔𝟔𝐤 

 ينتج لدينا الزوايا : 

𝛂 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏(𝟎. 𝟑𝟓𝟒) = 𝟔𝟗. 𝟑օ 
𝛃 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏(−𝟎. 𝟑𝟓𝟒) = 𝟏𝟏𝟏օ 

𝛄 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏(𝟎. 𝟖𝟔𝟔) = 𝟑𝟎օ 
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وزوايا   2F      تؤثران على الحلقة . احسب طويلة  F1 .F2قوتان  –2- 2مسألة 

نيوتن  ، ومتجهة على  800تساوي  FRالاتجاه من أجل أن تكون طويلة المحصلة  

 .Yامتداد الاتجاه الموجب للمحور 

 

 الحل :  

وفق الشكل الديكارتي ،   F2و F1من أجل الحل يجب كتابة المحصلة وفق مركباتها 

 أي أن :

𝑭𝑹 = 𝑭𝟏 + 𝑭𝟐 

 باستخدام المعادلة :  

𝑭𝟏 = 𝑭𝟏. 𝒄𝒐𝒔𝜶𝟏𝒊 + 𝑭𝟏. 𝒄𝒐𝒔𝜷𝟏. 𝒋 + 𝑭𝟏. 𝒄𝒐𝒔𝜸𝟏𝒌 

 

= 𝟑𝟎𝟎𝒄𝒐𝒔𝟒𝟓𝒊 + 𝟑𝟎𝟎𝒄𝒐𝒔𝟔𝟎𝒋 + 𝟑𝟎𝟎𝒄𝒐𝒔𝟏𝟐𝟎𝒌 

= {𝟐𝟏𝟐. 𝟏𝒊 + 𝟏𝟓𝟎𝒋 − 𝟏𝟓𝟎𝒌}N 

𝑭𝟐 = 𝑭𝟐𝒙. 𝒊 + 𝑭𝟐𝒚. 𝒋 + 𝑭𝟐𝒛. 𝒌 
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 نكتب :   Yفي الاتجاه الموجب للمحور   N 800حيث أن طويلة المحصلة = 

𝑭𝑹 = (𝟖𝟎𝟎𝑵)(+𝑱) = {𝟖𝟎𝟎𝑱}𝑵 

 تكتب :       

𝑭𝑹 = 𝑭𝟏 + 𝑭𝟐 

𝟖𝟎𝟎𝑱 = {𝟐𝟏𝟐. 𝟏𝒊 + 𝟏𝟓𝟎𝒋 − 𝟏𝟓𝟎𝒌+𝑭𝟐𝒙. 𝒊 + 𝑭𝟐𝒚. 𝒋

+ 𝑭𝟐𝒛. 𝒌} 

𝟖𝟎𝟎𝑱 = (𝟐𝟏𝟐. 𝟏+𝑭𝟐𝒙)𝒊 + (𝟏𝟓𝟎 + 𝑭𝟐𝒚)𝒋

− (𝟏𝟓𝟎 + 𝑭𝟐𝒛)𝒌 

 عن طريق مساواة مركبات الأشعة الواحدية في طرفي المعادلة ينتج :

𝟎 = 𝟐𝟏𝟐. 𝟏 + 𝐅𝟐𝐱        𝑭𝟐𝒙 = −𝟐𝟏𝟐. 𝟏𝐍 

𝟖𝟎𝟎 = 𝟏𝟓𝟎 + 𝐅𝟐𝐲          𝑭𝟐𝒚  = 𝟔𝟓𝟎𝐍 

𝟎 = −𝟏𝟓𝟎 + 𝐅𝟐𝐙            𝐅𝟐𝐙 = 𝟏𝟓𝟎𝐍 

 :  F2ينتج طويلة القوة 

𝑭𝟐 = √(−𝟐𝟏𝟐𝑵)𝟐 + (𝟔𝟓𝟎𝑵)𝟐 + (𝟏𝟓𝟎𝑵)𝟐=  700N 

𝒄𝒐𝒔𝜶𝟐نحسب  زوايا الاتجاه :  =
−𝟐𝟏𝟐.𝟏

𝟕𝟎𝟎
, 𝜶𝟐 =  𝟏𝟎𝟖° 

𝒄𝒐𝒔𝜷𝟐 =
𝟔𝟓𝟎

𝟕𝟎𝟎
, 𝜷𝟐 =  𝟐𝟏. 𝟖° 

𝒄𝒐𝒔𝜸𝟐 =
𝟏𝟓𝟎

𝟕𝟎𝟎
, 𝜸𝟐 =  𝟕𝟕. 𝟔° 
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 . βكشعاع ديكارتي ، واحسب زاوية الاتجاه   F: اكتب القوة 3  -2مسألة
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ل كل قوة  إلى مركبات وفق المحاور  4  -2مسألة
ّ
واحسب طويلة كل  X,Y,Z: حل

بة. 
ّ

 مرك
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الحل : 
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 أشعة الموقع  

 : X,Y,Z الاحداثيات  

 

راغ عن طريق جملة احداثيات بالنسبة لمبدأ لفيمكن تمثيل النقاط في ا

، مثلا : يمكن X,Y,Zعن طريق قياسات متتالية وفق المحاور Oالاحداثيات 

على   m XA= +4وقياس Oمن المبدأ  ين منطلق  Aالحصول على احداثيات النقطة 

على امتداد   ZA=-6m و  Y  على امتداد المحور  YA=+2mو ، Xامتداد المحور 

 . Zالمحور 

بنفس الطريقة .   A     :  A(4,2,-6) النقطة تأي أننا نستطيع كتابة احداثيا

 B (6,-1,4)يمكننا كتابة احداثيات النقطة 

 شعاع الموقع : 
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راغ بنقطة ثانية ، مثلا إذا ففي الكشعاع ثابت يربط نقطة   r  يعرف شعاع الموقع 

، عندها نستطيع كتابة  p (x ,y , z)يمتد من المبدأ إلى النقطة  rكان الشعاع  

 كشعاع ديكارتي وفق العلاقة :  r الشعاع 

r  =x i+ y j+ z k 

متحركين   oنهاية ( مبتدأين من المبدأ  –مع ملاحظة طريقة وضع الأشعة ) بداية 

، لكي نصل  k+باتجاه  z وأخيرا    j  باتجاه +  y، وبعدها  I+وفق الاتجاه   xبمسافة 

 . p(x,y,z)إلى النقطة  

  Bإلى النقطة  Aفي حالات كثيرة يتجه الشعاع من النقطة 

 نهاية ( لدينا العلاقة : –بداية عن طريق وضع الأشعة ) 

 𝒓𝑨 + 𝒓 = 𝒓𝑩               

𝒓 = 𝒓𝑩 − 𝒓𝑨

= (𝒙𝑩 − 𝒙𝑨)𝒊 + (𝒚𝑩 − 𝒚𝑨)𝒋 + (𝒛𝑩 − 𝒛𝑨)𝒌 
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 شعاع القوة المتجه على استقامة خط : 

 Fفي بعض الحالات يتم تمثيل القوة على خط تأثيرها المار بنقطتين ، مثل القوة 

 . ABالمتجهة على امتداد الحبل 

ومتجه    rكشعاع ديكارتي يمتلك نفس اتجاه شعاع الموقع  Fيمكننا تمثيل القوة 

 . Bإلى النقطة  Aمن النقطة 

 

𝐔شعاع الواحدة   =
𝒓

𝒓
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. Bإلى   A: حدد الشعاع المتجه من   5-2مسألة 
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 كشعاع ديكارتي .  F: اكتب القوة   6-2مسألة 
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 . احسب طول الحبل و  A,B: حبل من المطاط يصل بين النقطتين 7-2مسألة 

 . Bباتجاه   Aزوايا الاتجاه مقاسة من 

 
 

 

 الحل : 

.  A(1m,0,-3m). احداثيات نقطة الذيل  Bإلى  Aنحدد أولا شعاع الموقع من 

 B(-2m,2m,3m)احداثيات نقطة الرأس 

𝒓 = {−𝟐𝒎 − 𝟏𝒎}𝒊 + {𝟐𝒎 − 𝟎}𝒋 + {𝟑𝒎 − (−𝟑𝒎)}𝒌 

= {−𝟑𝒊 + 𝟐𝒋 + 𝟔𝒌}𝒎 

يمكن الحصول على هذه الاحداثيات مباشرة عن طريق  تنفيذ  الاتجاه والمنحى 

،حيث يجب التحرك مسافة محددة على كل محور من نقطة البداية للوصول إلى  
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على  2j،ومسافة  xعلى امتداد المحور  m -3iنقطة النهاية ،نتحرك بالترتيب مسافة

 zعلى امتداد المحور  6k، وأخيرا مسافة  yامتداد المحور 

𝒓 = √(−𝟑)𝟐 + (𝟐)𝟐 + (𝟔)𝟐 =  7m 

 r      rنكتب صيغة شعاع الواحدة باتجاه

𝑼 =
𝒓

𝒓
= −

𝟑

𝟕
𝒊 +

𝟐

𝟕
𝒋 +

𝟔

𝟕
𝒌  

 مركبات شعاع الواحدة تعطي زوايا المنحى :   

∝= 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (−
𝟑

𝟕
) = 𝟏𝟏𝟓° 

𝛃 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (
𝟐

𝟕
) = 𝟕𝟑. 𝟒° 

𝛄 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 − (
𝟑

𝟕
) = 𝟑𝟏° 
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∝= 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (−
𝟑

𝟕
) = 𝟏𝟏𝟓° 

𝛃 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (
𝟐

𝟕
) = 𝟕𝟑. 𝟒° 

𝛄 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 − (
𝟑

𝟕
) = 𝟑𝟏° 

 

 
 

. اكتب هذه القوة وفق Lb 70يسحب رجل الحبل بقوة مقدارها  : 8-2مسألة 

 الشعاع الديكارتي واحسب المنحى .

 

يمكن   ،  Bإلى   Aالذي يتجه من rمن الشعاع    Fالحل :  يتم تحديد منحى القوة 

-}، يجب قطع مسافة مقدارها   Bإلى  Aمن   ب،فمن أجل الذهامباشرة  rحساب 
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{24K-}  وبعدها مسافة بمقدار ،{-8j}   وأخيرا مسافة ،{12i}   من أجل الوصول

 .Bإلى 

 أي أن : 

𝒓 = {𝟏𝟐𝒊 − 𝟖𝒋 − 𝟐𝟒𝒌} 

  ABتمثل طول الحبل   rطويلة الشعاع 

𝒓 = √(𝟏𝟐)𝟐 + (−𝟖)𝟐 + (−𝟐𝟒)𝟐  =  28  ft        

 rو  Fمنحى واتجاه كل من  نكتب أشعة الواحدة التي تعرّف 

𝒖 =
𝒓

𝒓
=

𝟏𝟐

𝟐𝟖
𝒊 −

𝟖

𝟐𝟖
𝒋 −

𝟐𝟒

𝟐𝟖
𝒌 

 Uومنى معرّف وفق شعاع الواحدة   lb 70التي تمتلك طويلة Fإذن القوة 

𝑭 = 𝑭𝑼 = 𝟕𝟎𝒍𝒃 (
𝟏𝟐

𝟐𝟖
𝒊 −

𝟖

𝟐𝟖
𝒋 −

𝟐𝟒

𝟐𝟖
𝒌) 

= {𝟑𝟎𝒊 − 𝟐𝟎𝒋 − 𝟔𝟎𝒌)𝒍𝒃 

، والاتجاه الموجب    rوشعاع الموقع أ  F منحى زوايا الاتجاه المقاسة بين القوة  

 . من مركبات أشعة الواحدة نكتب :  Aللمحاور مع المبدأ عند النقطة 
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∝= 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (
𝟏𝟐

𝟐𝟖
) = 𝟔𝟒. 𝟔° 

𝛃 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (−
𝟖

𝟐𝟖
)

= 𝟏𝟎𝟕° 

𝛄 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (
−𝟐𝟒

𝟐𝟖
) = 𝟏𝟒𝟗° 

 
 

 

 

 

 

كشعاع ديكارتي  ،واحسب طويلة الشعاع  rAB: اكتب شعاع الموقع  9-2مسألة 

 وزوايا الاتجاه . 
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: رف معلق بواسطة كبلين .إذا كانت القوة المؤثرة في كل كبل  10-2مسألة 

FAB=100N, FAC=120N, عند نقطة التعليقA  احسب محصلة القوى المؤثرة .

 ديكارتي .، واكتب هذه المحصلة كشعاع  Aعند 

  

 

الحل : يمكن  تمثيل المحصلة بيانيا وكتابتها وفق الشكل الديكارتي ، أولا عن  

وفق الشكل الديكارتي ، وكتابة الأشعة       𝑭𝑨𝑩  ,   𝑭𝑨𝑪    طريق كتابة القوتين  

 :𝒓𝑨𝑪 ,   𝒓𝑨𝑩 لأشعة الموقع  على امتداد الكبل     𝑼𝑨𝑪الواحدية  
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  mوبعدها مسافة m[4k- ]يجب أن نتحرك مسافة     Bإلى  Aأجل الذهاب من   من

[4j] 

𝒓𝑨𝑩أي أن :  = {𝟒𝒊 − 𝟒𝒌}𝒎 

𝒓𝑨𝑩 = √(𝟒)𝟐 + (−𝟒)𝟐 = 5.66m 

𝑭𝑨𝑩 = 𝑭𝑨𝑩

𝒓𝑨𝑩

𝒓𝑨𝑩
= (𝟏𝟎𝟎𝑵) (

𝟒

𝟓. 𝟔𝟔
𝒊 −

𝟒

𝟓. 𝟔𝟔
 𝒌)  

 

𝐅𝐀𝐁 = {𝟕𝟎. 𝟕𝐢 − 𝟕𝟎. 𝟕𝐤}𝐍 

وأخيرا  2Jوبعدها مسافة  4K-يجب الذهاب مسافة    Cإلى  Aمن   من أجل الذهاب

 .   4Iمسافة 

 أي أن :

𝒓𝑨𝑪={ 𝟒𝒊+𝟐𝒋−𝟒𝒌}𝒎 

𝒓𝑨𝑪 = √(𝟒)𝟐 + (𝟐)𝟐(−𝟒)𝟐 = 6m 

 

𝑭𝑨𝑪 = 𝑭𝑨𝑩 (
𝒓𝑨𝑪

𝒓𝑨𝑪
) = (𝟏𝟐𝟎)(

𝟒

𝟔
𝒊 +

𝟐

𝟔
𝒋 −

𝟒

𝟔
𝒌) 

={80i+40j-80k} 

 قيمة المحصلة : 
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𝑭𝑹 = 𝑭𝑨𝑩 + 𝑭𝑨𝑪 

= {𝟕𝟎. 𝟕𝐢 − 𝟕𝟎. 𝟕𝐤}+{80i+40j-80k} 

= {𝟏𝟓𝟏𝐢 + 𝟒𝟎𝐣 − 𝟏𝟓𝟏𝐤}𝑵 

 

 

 

 

احسب قيمة المحصلة واحداثيات زوايا الاتجاه لمحصلة القوى :  11 -2مسألة 

 . Aعند المؤثرة على الحلقة 
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 وفق الشعاع الديكارتي .   Aقوة المؤثرة عند الخطاف اكتب ال - 12 -2مسألة 

 

 :   A ,Bاحداثيات النقطتين  

A(2m,0,2m)                                                                        

𝑩 [− (
𝟒

𝟓
 ) 𝟓𝒔𝒊𝒏𝟑𝟎, (

𝟒

𝟓
) 𝟓𝒄𝒐𝒔𝟑𝟎, (

𝟑

𝟓
) 𝟓]  

𝑩(−𝟐𝒎, 𝟑. 𝟒𝟔𝟒𝒎, 𝟑𝒎) 

 ـ و m[3.464j]و بعدها  m[4i-]، يجب أن نتحرك  Bإلى  Aمن أجل الذهاب من  

 . m[1k]أخيرا 

 نكتب شعاع الواحدة : 
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𝑼𝑩 =
𝒓𝑩

𝒓𝑩
=  

{−𝟒𝒊 + 𝟑. 𝟒𝟔𝟒𝒋 + 𝟏𝒌}

√(−𝟒𝒎)𝟐 + (𝟑. 𝟒𝟔𝟒)𝟐 + (𝟏)𝟐
 

 

=0.428i+0.463j+0.185k 

 وفق الشكل الديكارتي :  𝑭𝑩نكتب شعاع القوة 

𝑭𝑩 = 𝑭𝑩. 𝑼𝑩 

= (𝟕𝟓𝟎𝑵)(−𝑶. 𝟕𝟒𝟐𝟖𝒊 + 𝟎. 𝟒𝟔𝟑𝟑𝒋 + 𝟎. 𝟏𝟖𝟓𝒌) 

= {−𝟓𝟓𝟕𝒊 + 𝟒𝟖𝟐𝒋 + 𝟏𝟑𝟗𝒌}𝑵 
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