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:احسب التكاملات الثنائية الآتية بالانتقال إلى الاحداثيات القطبية
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Triple Integrals التكاملات الثلاثية
يحسب حجم المنطقة    باستخدام التكامل الثلاثي بالعلاقة

خواص التكامل الثلاثي

)( ل   1 , , )f x y z  ( , , )g x y zابع   قا     ل م ام ة     المنطقة ال  ا  ة  E  :      ند  
 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

E E E

f x y z g x y z dxdydz f x y z dxdydz g x y z dxdydz     

1(   ا  ا  2 2E E E   1  ح      المنطقتE  2E:      ي  ل   ن ما سط   ند  
        

1 2

( , , ) ( , , ) ( , , )
E E E

f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z dxdydz    
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حساب التكامل الثلاثي
(التكامل على التسلسل)الحالة الأولى 

    ا      مت ا   مستط لا    :E  ا  ا   المنطقة ال  ا  ة
  ( , , )| , ,E x y z a x b c y d p z q      

:  ند   يحسب التكامل بالش ل الآ ي

( , , ) ( , , )

qb d

E a c p

f x y z dxdydz f x y z dz dy dx
  

    
   

   

احسب التكامل الثلاثي مثا :
21E

xyz
I dxdydz

z



  ح : 

 ( , , )|0 2 , 0 1 , 0 1E x y z x y z       

الحل
     

2 1 1 2 1 2

2
0 0 0 0 0 0

2 1 2 1 2 1
21

xyz x
I dz dy dx xydy dx dx

z

    
          

     
     
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(التكامل على مناطق بسيطة)الحالة الثانية 

    ا   د  الت اب xoy  المست   ox    ا منطقة بس طة بالنس ة ل مح  Eيقا     المنطقة ال  ا  ة ت  ي :
1( )g x  2 ( )g x  1( , )u x y  2 ( , )u x y:  ما  ي الش ل الم ا    بح   

  1 2 1 2( , , )| , ( ) ( ) , ( , ) ( , )E x y z a x b g x y g x u x y z u x y      

)1    ا   د  الت اب xoy  المست   oy  ك   بس طة بالنس ة ل مح   )h y  2 ( )h y  1( , )u x y 
 2 ( , )u x y:    ما  ي الش ل الم ا    بح   ي   

 1 2 1 2( , , )| ( ) ( ) , , ( , ) ( , )E x y z h y x h y c y d u x y z u x y      

2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )

( , , ) ( , , )

g x u x yb

E a g x u x y

f x y z dxdydz f x y z dz dy dx
  

   
    

   

2 2

1 1

( ) ( , )

( ) ( , )

( , , ) ( , , )

h y u x yd

E c h y u x y

f x y z dxdydz f x y z dz dx dy
  

   
    

   
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احسب التكامل مثا :
 

3
1E

dxdydz
I

x y z


  
  المنطقة ح    E ي   ا ي ال     المحد   بالمست  ا  

0 , 0 , 0 , 1x y z x y z     :  ما    م     ي الش ل الم ا    

الحل
0لد نا 1z x y      ا ت ا      ك   المنطقة بس طة بالنس ة ل مست    xoy   جد   

0 1y x    س طة بالنس ة ل مح   ox   0   نجد 1x :ما  ي الش ل التالي    
  ( , , )|0 1 , 0 1 , 0 1E x y z x y x z x y         

   

 

11 1

3 3

0 0 0

1 1 1

2

0 0 0

1 1

1 1 1 1 3 1 1 5
ln 2

2 4 2 4 1 2 81

x yx

E

x

dxdydz dz
I dy dx

x y z x y z

x
dy dx dx

xx y

 



  
    

         

        
                   

   

  



https://manara.edu.sy/ 7

Changing variables in Triple Integralsتغيي  المتحولات في التكامل الثلاثي

:ةسنستع ض الآ   لك  ي الم   نة الآ  . قد  ضط   ي بعض الأح ا   ل   غ    متح لا    دف الح         كامل يم     جا   بش ل  س ل

) لد نا التكامل الثلاثيل    :م   نة , , )
E

F x y z dxdydz ل تاب ( , , )F x y zالمستم      المنطقة ال  ا  ة E   ض    

  معط  بالتح  ل الآ ي: ouvw  ي ال ضا E*     المنطقةoxyz  ي ال ضا E  المنطقة    لد نا  قا ل  احد ل احد م
),,(,),,(,),,( wvuwwwvuyywvuxx  

     : E* المنطقة  ا   المشتقا  الج   ة م  الم   ة الأ ل  ل    الت اب  مستم      

*

( , , ) [ ( , , ) , ( , , ) , ( , , )] | |
E E

F x y z dxdydz F x u v w y u v w z u v w J dudvdw   
 

w

z

v

z

u

z
w

y

v

y

u

y
w

x

v

x

u

x

J




































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الانتقا  إلى الإحداثيات الاسطوانية
 cos , sin ,x y z z     

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

x x x

z

y y y
J

z

z z z

z

 
  

   
 

 

  

  


  
  
  

  

  
: من  ي    التكامل الثلاثي     المنطقة الجد د 

*

( , , ) ( cos , sin , )
E E

F x y z dxdydz F z d d dz        
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 التكاملاحسب مثا : 2 2

E

I x y dxdydz   المنطقة ح    E    ي المنطقة المحد  

2بالمخ    الد  ا ي 2 2z x y    2   المستz  الآ ي  ما    م     ي الش ل: 

x بس طة بالنس ة ل مح  Eسنعت   المنطقة    ل مست  xy :     

الحل

  2 2 2 2( , , )| 2 2 , 4 4 , 2E x y z x x y x x y z           

 :E* م  الأ ضل الا تقا   ل  ا حداث ا  الاسط ا  ة  ح        المنطقة

 * ( , , )|0 2 , 0 2 , 2E z z           

2 2 2

3

0 0

16

5
I dzd d






     
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الانتقا  إلى الإحداثيات الك وية
 sin cos , sin sin , cosx r y r z r      

0 , 0 2      

2

sin cos cos cos sin sin

sin sin cos sin sin cos sin

cos sin 0

x x x

r
r r

y y y
J r r r

r
r

z z z

r

 
     

      
 

 

 

  

  


  
  
  


  

  

*

2( , , ) ( sin cos , sin sin , cos ) sin
E E

F x y z dxdydz F r r r r drd d         
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الحل

 التكاملاحسب مثا : 
3/2

2 2 2x y z

E

I e dxdydz
 

   المنطقة ح    E ال احد     :  ي     

  2 2 2( , , ) | 1E x y z x y z   

    ا           ل لك م  الأ ضل الا تقا   ل  ا حداث ا  الك   ة   من      المنطقة الجد د :Eبما    حد   المنطقة

 * ( , , )|0 1 , 0 2 , 0E r r           

3 3

*

2 1

2 2

0 0

4
sin sin ( 1)

3

r r

E

I e r drd d e r drd d e

 



            
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تمارين
1

الحل

احسب التكاملات الآتية
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تمارين
2

الحل

احسب حجم المنطقة الموجودة في الثمن الأول والمحدودة بالمستويات الاحداثية والمستويين

والمستويين               و بالاسطوانةاحسب حجم المنطقة المشكلة 3

الحل
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تمارين
4

الحل

احسب حجم المنطقة التي تقع داخل الكرة                               وخارج الاسطوانة 

20بالانتقال الى الاحداثيات الاسطوانية / 2 , 1 2 , 0 2r z r       

5

الحل

احسب حجم المنطقة التي تقع داخل الأسطوانة                      والمحدودة بالمستويين              و 

0بالانتقال الى الاحداثيات الاسطوانية 2 , 0 2 , 0 4 sinr z r        
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