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اشتقاق التوابع الحقيقية
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قواعد الاشتقاق
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مثال
:أوجد مشتق كل تابع من التوابع الآتية
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المماس لمنحني في نقطة معلومة

)تعطى معادلة المماس لمنحني ما  )y f xةفي النقطة             بالعلاقة الآتي:  , ( )a f a

 ( ) ( )( )y f a f a x a  

مثال

2أوجد معادلة المماس للقطع المكافئ                      في النقطة             8 9y x x  (3, 6)

( ) 2 8f x x    (3) 2 3 8 2f     

( 6) ( 2)( 3)y x     2y x 

الحل
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مثال

أوجد معادلة المماس للمنحني                في النقطة            
21

xe
y

x




1
1,

2
e

 
 
 

     

 

2 2

22 2

1 1

1 1

x x xe e x e x
y

x x

     
   

   

   

 

2

2
2

1 2

1

x xe x e x

x

 




 

 

 

 

22

2 2
2 2

2 1 1

1 1

x xe x x e x

x x

  
 

 

(1) 0y  
1

2
y e معادلة المماس 

الحل



https://manara.edu.sy/ 8



https://manara.edu.sy/ 9

ةمشتقات التوابع المثلثية والقطعي
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ةمشتقات التوابع المثلثية والقطعي
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العكسيةمشتقات التوابع المثلثية العكسية  والقطعية
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العكسيةمشتقات التوابع المثلثية العكسية  والقطعية
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مشتق التابع الأسي
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قاعدة السلسلة
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أوجد مشتق كل تابع من التوابع الآتية
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اشتقاق التوابع الضمنية
.xلـ تابعyمع اعتبار أن xنشتق الطرفين بالنسبة لـ -1

.لـ بالنسبةنحل المعادلة الناتجة -2 y 

مثال
اوجد مشتق التابع الآتي

الحل

تمرين

الحل
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Linearization(التقريب الخطي)التخطيط 

:بفرض أن     تابع قابل للاشتقاق عند النقطة              ، عندئذ يسمى التابعتعريف

.  بالتقريب الخطي القياسي للتابع     عند النقطة            

.  أوجد التقريب الخطي القياسي للتابع                                 عند النقطة             مثال

الحل
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التفاضل

( ) ( ) ( )y f c x f c f c x      

( )dy f x dx

)بالتالي يحسب تفاضل التابع )y f x
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مثال

الحل

( ) ( ) ( ) ( )f x x f x dy f x f x dx     
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مثال
16.5:عط قيمة تقريبية اباستخدام التفاضل، 
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القيم القصوى

 ،  ذا كان:c عند النقطةD قيمة عظمى  مطلقة على f، عندئذ للتابعD مجموعة تعريف  fليكن 

( ) ( ) ;f x f c x D   

،  ذا كان:  c عند النقطة D قيمة ص رى مطلقة على fوللتابع

( ) ( ) ;f x f c x D   
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مثال

الحل
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م لق يجاد القيم القصوى المطلقة لتابع مستمر على مجال

.ر معرف يجاد النقاط الحرجة للتابع على المجال بحل المعادلة                 أو بإيجاد النقاط التي يكون عندها المشتق غي1

حساب قيم التابع عند النقاط الحرجة وعند طرفي المجال2

اختيار أكبر قيمة وأص ر قيمة3

مثال
أوجد القيم العظمى والص رى المطلقة للتابع                 على المجال

الحل

النقطة الحرجة

ةعند النقطة الحرج

عند طرفي المجال

لدينا قيمة ص رى مطلقة عندما            وهي 

لدينا قيمة عظمى مطلقة عندما              وهي 

( ) 0f x 
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مثال
أوجد القيم العظمى والص رى المطلقة للتابع                     على المجال

الحل
النقطة الحرجة

ي نلاحظ أن النقطة الحرجة لا تنتمي  لى المجال            ، بالتال

ي القيم العظمى والص رى المطلقة للتابع المعطى هي على طرف

.المجال

قيمة عظمى مطلقة

قيمة ص رى مطلقة

مثال
أوجد القيم العظمى والص رى المطلقة للتابع                   على المجال

الحل

النقطة الحرجة:  نلاحظ أن المشتق لا ينعدم في أية نقطة، لكن  غير معرف عند الصفر، لذلك

ةعند النقطة الحرج

عند طرفي المجال

قيمة ص رى مطلقة

قيمة عظمى مطلقة

قيمة عظمى مطلقة
ةقيمة عظمى محلي

قيمة عظمى محلية
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ملاحظة

لأن
( ) (0) ; 0f x f x   (0) ( ) ; 0f f x x  

اختبار المشتق الأول للقيم القصوى المحلية
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مثال
الحل
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28

مثال
الحل

نوجد أولاً مشتق التابع المعطى

يساوي المشتق الصفر عندما             ويكون غير معرف عندما

بالتالي لدينا نقطتان حرجتان            و 

متناقص متناقص

للتابع قيمة ص رى محلية عندما             تساوي 

متزايد
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التقعر واختبار المشتق الثاني

تعريف

)يكون بيان التابع القابل للمفاضلة )y f x

.  I ذا كان      متزايد على Iمقعر نحو الأعلى على مجال مفتوح ما 1 f 

.  I ذا كان      متناقص على Iمقعر نحو الأسفل على مجال مفتوح ما 2 f 

. يدعى أيضاً التابع الذي بيان  مقعر نحو الأعلى تابع محدب: ملاحظة
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مثال
الحل
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مثال
الحل

حدد تقعر التابع                          على المجال

لدينا المشتق من المرتبة الأولى

لدينا المشتق من المرتبة الثانية

sinنوجد النقاط التي ينعدم عندها المشتق الثاني 0y x   

أويحدث هذا عندما يكون           أو              0x x 2x 

المجال

نقطة اختبار

اني شارة المشتق الث

مقعر نحو الأسفلنحو الأعلىمقعرالنتيجة

2x  0 x  

/ 2x  3 / 2x 

( / 2) 0f   (3 / 2) 0f  
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نقاط الانعطاف
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مثال
الحل
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مثال
الحل

حدد تقعر التابع الآتي وأوجد نقاط الانعطاف

لتقعر نحو الأسف

تقعر نحو الأعلى

نقطة 

انعطاف

)القيمة التي تعدم المشتق الثاني                                  هي ) 6 6 0f x x   1x 

المجال

نقطة اختبار

اني شارة المشتق الث

مقعر نحو الأسفلنحو الأعلىمقعرالنتيجة

1 x  1x  

0x  2x 

(0) 0f   (2) 0f  

نقطة الانعطاف هي 1,0
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مثال
الحل

حدد تقعر التابع الآتي وأوجد نقاط الانعطاف

0xنلاحظ أن المشتق الثاني غير معرف عند  

المجال

نقطة اختبار

اني شارة المشتق الث

مقعر نحو الأسفلنحو الأعلىمقعرالنتيجة

0 x  0x  

1x   1x 

( 1) 0f    (1) 0f  

نقطة الانعطاف هي

لتقعر نحو الأسف

تقعر نحو الأعلى

نقطة 

انعطاف

 0,0



https://manara.edu.sy/ 38

ملاحظة
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اختبار المشتق الثاني للقيم القصوى
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مثال
الحل
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مثال
الحل

افأوجد القيم القصوى للتابع                                                 وحدد التقعر ونقاط الانعط

)نوجد النقاط الحرجة بحل المعادلة ) 0f x 

 3 2 2( ) 4 12 4 3 0f x x x x x     
0xالنقاط الحرجة هي            و  3x 

نوجد المشتق الثاني 2( ) 12 24 12 2f x x x x x    

النقطة

انيالمشتق الث شارة

ً النتيجة فشل الاختبارنقطة قيمة ص رى محليا

 3, 17 0,10

(0) 0f   (3) 0f  

متناقص متناقص متزايد

مرتبة الأولبما أن الاختبار يفشل عند النقطة            ، علينا استخدام اختبار المشتق الأول، لنرى  شارة المشتق من ال  0,10

 شارة المشتق من المرتبة الأول
فر، نلاحظ أن التابع متناقص على يمين ويسار الص

 رى بالتالي النقطة المذكورة لا تمثل نقطة قيمة ص

.ولا نقطة قيمة عظمى للتابع المذكور
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لدينا المشتق الثاني 2( ) 12 24 12 2f x x x x x    

قيمة ص رى محلية

نقطة 

انعطاف

نقطة 

انعطاف

المجال

نقطة اختبار

ي شارة المشتق الثان

مقعر نحو الأعلىمقعر نحو الأسفلنحو الأعلىمقعرالنتيجة

0 2x 0x  

1x  

2 x  

( 1) 0f    (3) 0f  

نقطتا الانعطاف هما              و    0,10

0xنلاحظ أن المشتق الثاني ينعدم عندما             و     2x 

1x 

(1) 0f  

3x 

 2, 6
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