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1.1ϣтА϶ЮϜ ϤъϸϝЛвЮϜ ϣЯвϮ ЬϲЮ ϣвϸЧв

1.2дϸϼмϮ ЀмϝО ϣЧтϼАм ЀмϝО ϣЧтϼА



1.1ϣуГϷЮϜ ϤъϸϝЛгЮϜ ϣЯгϮ ЭϳЮ ϣвϹЧв:

ϼтПϦвn Ϟ ϣтА϶ ϣЮϸϝЛв
a1, a2, ļ, an, b : ϣтЧтЧϲ ϸϜϸКϒ

a1: ϼАтЂвЮϜ ϸϲЮϜ

ϣДϲыв :

(1)ϤъϸϝЛвЮϜϣтА϶ЮϜърмϦϲϦпЯКϤϜ̭ϜϸϮъмϼмϺϮϤϜϼтПϦвЮъмϞЂжϣтϪЯϪвъмЙϠϜмϦ

ϣтЂϒмϒϣтвϦтϼϝОмЮ.

(2)пЮмцϜ ϣϮϼϸЮϜ дв дмЪϦ дϒ ϞϮт ϤϜϼтПϦвЮϜ ЬЪ.



Â Ex 1: (ϣтА϶ ϼтОм ϣтА϶ ϤъϸϝЛв)

( ) a x y+ =3 2 7 ( ) b x y zp+ - =
1

2
2

( ) c x x x x- + + =1 2 3 42 10 0 ( ) (sin )
2

d x x e
p

- =2
1 24

( ) e xy z+ =2 ( ) xf e y- =2 4

1( ) sing x x x+ - =2 32 3 0 ( ) h
x y
+ =

1 1
4

ϣтА϶ ϣтА϶

ϣтА϶ ϣтА϶

ϣтА϶ ϼтО ϣтА϶ ϼтО

NonLinear ϣтА϶ ϼтО

пЮмϒ ϤЂтЮ ϼтПϦвЮϜ ϣϮϼϸсϪЯϪв ЙϠϝϦ

̭ϜϸϮ

сЂϒ



ϼтПϦвn  ϣтА϶ ϤъϸϝЛв ϣЯвϮ Ьϲ Ϟ

ЬмЯϲЮϜ ϣКмвϮв :ϣтА϶ЮϜ ϤъϸϝЛвЮϜ ϣЯвϮ ЬмЯϲ ЬЪ пЯК рмϦϲϦ сϦЮϜ ϣКмвϮвЮϜ ск

+ + + =n na x a x a x b1 1 2 2

, , ,= = =n nx s x s x s1 1 2 2
+ + + =n na s a s a s b1 1 2 2ϨтϲϠ:

(  ЬтϪвϦЮϜсАтЂмЮϜЬмЯϲЮϜ ϣКмвϮвЮ)  ЬϝϪв2

x1 + 2x2=4 (2, 1) Эϲ, i.e. x1=2, x2=1

Å x1=4-2x2

Å x2=t ᵼx1=4-2t
{( 4 -2t, t)|tצR} or {( s, 2-½s)|sצR} ЬнЯϳЮϜ ϣКнгϯв йуЯКм

(x1, x2 ) =(4, 0) +t(-2, 1) =(0, 2) +s(1, -½) ϟϧЫж сКϝЛЇЮϜ ЭЫЇЮϝϠм



Â Consistent ϣЧЂϦв:

Ьϲ ЬЦцϜ пЯК ϤЪЯв ϜϺϖ ϣЧЂϦв ϝлжϒ ϣтА϶ЮϜ ϤъϸϝЛвЮϜ ϣЯвϮ дК ЬмЧж.

Â Inconsistent ϣЧЂϦв ϼтО:

Ьϲ рϒ ϣтА϶ЮϜ ϤъϸϝЛвЮϜ ϣЯвϮ ШЯвϦ аЮ ϜϺϖ

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =

+ + + =

+ + + =

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

Â a system of m linear equations in n variables:



ÂNotes ϤϝДϲыв:

ШЯвϦ дϒ ϝвϖ ϣтА϶ ϤъϸϝЛв ϣЯвϮ ЬЪ:

(1) АϠЎЮϝϠ ϸтϲм Ьϲ

(2) ЬмЯϲЮϜ дв ϣтϝлж ъ

(3)Ьϲ ϣтϒ ШЯвϦ ъ



Â Ex 3: (ϣтА϶ ϤъϸϝЛв ϣЯвϮ Ьϲ)

3

1

x y

x y

+ =

- = -

3

2 2 6

x y

x y

+ =

+ =

3

1

x y

x y

+ =

+ =

exactly one solution infinite number no solution

дтЛАϝЧϦв дтвтЧϦЂвдтЧϠАжв дтвтЧϦЂвдттϾϜмϦв дтвтЧϦЂв



Â Ex 4: (ϣтА϶ ϤъϸϝЛв ϣЯвϮ ЬϲЮ ЌтмЛϦЮϝϠ ЬϲЮϜ аϜϸ϶ϦЂϜ)

2 5 (1)

2 (2)

x y

y

- =

= -

Sol: By substituting y=-2 into (1), you obtain

2( 2) 5
 

1

x

x

- - =

=

ϸтϲм Ьϲ ϣтА϶ЮϜ ϤъϸϝЛвЮϜ ϣЯвϮЮ: x=1, y=-2 



Â Ex 5: 

2 3 9 (1)
3 5           (2)

(3)2

x y z
y z

z

- + =
+ =

=

Sol:  Substitute z=2 into (2) 

and substitute y=-1 and z=2 into (1)

ϸтϲм Ьϲ ϣтА϶ЮϜ ϤъϸϝЛвЮϜ ϣЯвϮЮ: x=1, y=-1, z=2

+ =

= -

y

y

3(2) 5
 

1

- - + =

=

x

x

2( 1) 3(2) 9

1



Â Notes ϤϝДϲыв:

ϣϚТϝЪв ϣтА϶ ϤъϸϝЛв ϣЯвϮ ϭϦжт ϣтА϶ЮϜ ϤъϸϝЛвЮϜ ϣЯвϮ пЯК ϣтЮϝϦЮϜ ϤϝтЯвЛЮϜ дв ЬЪ

1 .дтϦЮϸϝЛв дтϠ ЬтϸϠϦЮϜ.
2 .ϼУЊЮϜ дК РЯϦ϶в ϸϸЛϠ ϣЮϸϝЛв ϞϼЎ.

3 .оϼ϶ϒ ϣЮϸϝЛв пЮϖ ϤъϸϝЛвЮϜ ϸϲϒ РКϝЎв ϣТϝЎϖ.

Â Equivalent ϔТϝЪϦЮϜ:

ЬмЯϲЮϜ ϣКмвϮв ЀУж АϠЎЮϝϠ ϝϦЪЯв ϜϺϖ дтϦϚТϝЪϦв ϝвлжϒ ϣтА϶ ϤъϸϝЛв сϦЯвϮ дК ЬмЧж.



Â Ex 6: Solve a system of linear equations (ϣЧЂϦв ϣЯвϮ)

ЬϲЮϜ:

- + =
- + = -

- + =

x y z
x y
x y z

2 3 9 (1)
3 4           (2)

(3)2 5 5 17

+ ­
- + =

+ =
- + =

x y z
y z

x y z

(1) (2) (2)
  2 3 9

3 5           (4)
2 5 5 17

³ - + ­
- + =

+ =
- - = -

x y z
y z
y z

(1) ( 2) (3) (3)
  2 3 9

3 5           
1 (5)



(4) (5) (5)

  2 3 9

3 5             

2 4 (6)

x y z

y z

z

+ ­

- + =

+ =

=

x y z

y z

z

³ ­

- + =

+ =

=

1
(6) (6)

2
  2 3 9

3 5

2

 ЬϲЮϜ дмЪт йжвм: x=1, y=-1, z=2



Â Ex 7: Solve a system of linear equations (ϣЧЂϦв ϼтО ϣЯвϮ)

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 1 (1)

2 2 2           (2)

2 3 1 (3)

x x x

x x x

x x x

- + =

- - =

+ - = -

Sol:

1 2 3

2 3

2 3

(1) ( 2) (2) (2) 

(1) ( 1) (3) (3)

  3 1

5 4 0         (4)

5 4 2 (5)

x x x

x x

x x

³ - + ­

³ - + ­

- + =

- =

- = -



1 2 3

2 3

(4) ( 1) (5) (5)

3 1

 5 4 0  

0 2

x x x

x x

³ - + ­

- + =

- =

= - (a false statement)

Ьϲ ϣтϒ ШЯвϦ ъ ϣЯвϮЮϜ сЮϝϦЮϝϠм(an inconsistent system).



Â Ex 8: Solve a system of linear equations (ЬмЯϲЮϜ дв ϣтϝлж ъ ШЯвϦ ϣЯвϮ)

ЬϲЮϜ:

- =
- = -

- + =

x x
x x
x x

2 3

1 3

1 2

0 (1)
3 1              (2)

(3)3 1

ª
- = -
- =

- + =

x x
x x

x x

1 3

2 3

1 2

(1) (2)
3 1 (1)

0               (2)
(3)3 1

+ ­

- = -
- =
- =

x x
x x
x x

1 3

2 3

2 3

(1) (3) (3)

   3 1
0               

3 3 0 (4)



1 3

2 3

(2) ( 3) (4) (4)

3 1

 0  

0 0

x x

x x

³ - + ­

- = -

- =

= ( ̯ϝвмϸ ХЧϲв)

ЬмЯϲЮϜ дв ϣтϝлж ъ ШЯвϦ ϣтА϶ЮϜ ϤъϸϝЛвЮϜ ϣЯвϮ йжвм

2 3 1 3, 1 3x x x xÝ = = - +

ЙЎнϠx3=t, ЬнЯϳЮϜ ϣКнгϯв днЫϦ
{( 3t-1, t, t)|tצR} 



1.2Gaussian Elimination and Gauss-Jordan Elimination
Â m³n matrix:

è ø
é ù
é ù
é ù
é ùê ú

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

11 12 1

21 22 2

1 2

nϸмвК

mϼАЂ

Â Notes:

(4) Forasquarematrix сТϤϝТмУЊвЮϜϣЛϠϼвЮϜ , a11, a22, é, ann ϼЊϝжКϼАЧЮϜсЂтϚϼЮϜ .

(3) If  m=n, then the matrix is called  ϣϮϼϸЮϜ дв ϣЛϠϼвn square of order n.

(1) Everyentry aij in a matrix is a number.

(2) A matrix with m rowsand n columnsis said to be of size m³nаϮϲЮϜ дв ϣТмУЊв.



Â Ex 1: MatrixϣТмУЊвЮϜаϮϲЮϜSize

[]2
0 0
0 0
è ø
é ùê ú

1
1 3 0

2

è ø
-é ù

ê ú

2 2
7 4

e pè ø
é ù
é ù-
ê ú

1 1³

2 2³

1 4³

3 2³



Matrix form: Ax=b

Â asystemof m equationsin n variables:

+ + + =

+ + + =

+ + + =

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

, ,

n

n

n mm m mn

x ba a a
x ba a a

A

x ba a a

è ø è ø è ø
é ù é ù é ù
= = =é ù é ù é ù
é ù é ù é ù
é ù é ù é ùê ú ê ú ê ú

1 111 12 1

2 221 22 2

1 2

x b



Â Coefficientmatrix ϣТмУЊвϤывϝЛвЮϜ:

Â Augmentedmatrix ϣТмУЊвЮϜϣЛЂмвЮϜ:

è ø
é ù

=é ù
é ù
é ùê ú

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

b

è ø
é ù

=é ù
é ù
é ùê ú

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

[ ]

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A

a a a b



:ij i jr R Rª(1) Interchange two rows дтϼАЂ ЬтϸϠϦ.

( ): ( )k
i i ir k R R­(2) Multiply a row by a nonzero constant  рϼУЊ ϼтО ϸϸЛϠ ϼАЂ ϞϼЎ

. ( ): ( )k
ij i j jr k R R R+ ­(3) Add a multiple of a row to another rowϼ϶ϐ ϼАЂЮ ϼАЂ РКϝЎв ϣТϝЎϖ.

Â Row equivalent ϔТϝЪϦЮϜрϼАЂЮϜ:

ЬмЧждКдтϦТмУЊвϝвлжϒдтϦϚТϝЪϦв ̯ϝтϼАЂϜϺϖϤϮϦжϝвкϜϸϲϖдКоϼ϶цϜϤϝтЯвЛϠϣтЮмϒ

пЯКϼАЂцϜ.

Â Elementaryrow operation ϤϝтЯвЛЮϜϣтЮмцϜпЯКϼАЂцϜ :



1 2 0 3

0 1 3 4

2 3 4 1

-è ø
é ù
é ù-ê ú

0 1 3 4

1 2 0 3

2 3 4 1

è ø
é ù-
é ù-ê ú

12r

1 2 3 1

1 3 3 0

5 2 1 2

- -è ø
é ù-
é ù-ê ú

2 4 6 2
1 3 3 0
5 2 1 2

- -è ø
é ù-
é ù-ê ú

1
2

( )

1r

1 2 4 3

0 3 2 1

0 3 13 8

-è ø
é ù- -
é ù- -ê ú

1 2 4 3

0 3 2 1

2 1 5 2

-è ø
é ù- -
é ù-ê ú

( 2)
13r -

Â Ex 2: (Elementaryrow operation ϤϝтЯвЛЮϜϣтЮмцϜпЯКϼАЂцϜ )



Â Ex 3: Usingelementaryrow operationsto solvea system
ϣтА϶ЮϜ ϤъϸϝЛвЮϜ ϣЯвϮϣЛЂмвЮϜ ϣТмУЊвЮϜ пЯК ϣтЮмцϜ ϤϝтЯвЛЮϜ

ϼАЂцϜ
2 3 9

3 4

2 5 5 17

x y z
x y
x y z

- + =

- + = -

- + =

2 3 9

3 5

2 5 5 17

x y z
y z

x y z

- + =

+ =

- + =

  2 3 9

3 5

1

x y z
y z
y z

- + =

+ =

- - = -

(1)
12 1 2 2: (1)r R R R+ ­

( 2)
13 1 3 3: ( 2)r R R R- - + ­

1 2 3 9

1 3 0 4

2 5 5 17

-è ø
é ù- -
é ù-ê ú

1 2 3 9

0 1 3 5

2 5 5 17

-è ø
é ù
é ù-ê ú

1 2 3 9

0 1 3 5

0 1 1 1

-è ø
é ù
é ù- - -ê ú



Linear System Associated 
Augmented Matrix

Elementary
Row Operation

(1)
23 2 3 3: (1)r R R R+ ­

1
( )
2

3 3 3

1
: ( )

2
r R R­

  2 3 9

3 5

2 4

x y z

y z

z

- + =

+ =

=

  2 3 9

3 5

2

x y z

y z

z

- + =

+ =

=

  1

1

2

x

y

z

=

= -

=

1 2 3 9

0 1 3 5

0 0 2 4

-è ø
é ù
é ù
ê ú

1 2 3 9

0 1 3 5

0 0 1 2

-è ø
é ù
é ù
ê ú



Â Ex 4: (Row-echelonform or reducedrow-echelonform ЬЪІЮϜсϮϼϸЮϜϣТмУЊвЮ )

row-echelon form 

row-echelon form 

reduced row-

echelon form 

reduced row-

echelon form 


