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 المجموعات العدديّة

 مقدّمة في المجموعات العدديّة:

 ظهرت الأرقام في وقت مبكر جد  
 
ة؛ إذ تم  اختراع الحساب قبل الكتابة )بـ  ا ما 35000ألف عام أو  20000من تاريخ البشري  أكثر(.  ألف عام ورب 

حيحة الموجبة. ات الحساب تتم  باستخدام الحص ى لحساب القيم الص   كانت عملي 

كل 
 
𝑥هذه القيم تسمح بحل  معادلات بسيطة من الش + 3 =  Dedekindمن قبل العالم   1888عام  ℕمجموعة هذه القيم تم  ترميزها   5

Richard . 

بيعيّة:1-1)
ّ
 ( مجموعة الأعداد الط

 :  1تعريف 

ة، ويرمز لها  بيعي 
 
، بالأعداد الط

 
ب صف

 
ى الأعداد التي نستخدمها لعد  الأشياء، عدد أفراد أسرة، عدد طلّ  ℕتسم 

ℕ = {1,2,3,4,5,6,7…… . . } 

فر. ة تبدأ من الص  بيعي 
 
 ملّحظة : تعتبر بعض المراجع أن  مجموعة الأعداد الط

يّة (1-2)
ّ
 : مجموعة الأعداد الكل

 : 2تعريف 

فر، ونرمز لها    إليها الص 
 
ة مضافا بيعي 

 
عريف هي مجموعة الأعداد الط ة بالت  ي 

 
 مجموعة الأعداد الكل

𝕎 = ℕ∪ {0} 

 مجموعة الأعداد الصّحيحة : (1-3) 

كل
 
ننا من حل  معادلات من الش

 
ة لا تمك بيعي 

 
ن لاحقا   أن  الأعداد الط  تبي 

𝑥 + 5 = حيحة, تم  ترميز هذه المجموعة  3 تي ندعوها مجموعة الأعداد الص 
 
ة ال بيعي 

 
روري توسيع مجموعة الأعداد الط , وبذلك كان من الض 

ل من كلمة  ℤبـ  (.  zahlen)بناء  على الحرف الأو 
 
ة عددا تي تعني بالألماني 

 
 ال

 :  3تعريف 
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البة, ويرمز لها بـ   فر والأعداد الس  ة إضافة إلى الص  بيعي 
 
حيحة الأعداد الط  , وتعطى كالآتي :ℤتشمل مجموعة الأعداد الص 

ℤ = {… . . , −5,−4,−3,−2,−1,0,1,2,3,4,5,… . . } 

مز فر بالر  حيحة ما عدا الص  ⋆ℤيرمز لمجموعة الأعداد الص  = ℤ ∖ {0} 

ة والموجبة  ة والفردي  وجي  حيحة الز  هيرة مثل الأعداد الص 
 
ة الش حيحة على العديد من المجموعات الجزئي   +ℤتحتوي مجموعة الأعداد الص 

البة   .−ℤوالس 

سبيّة( : (1-4)
ّ
 مجموعة الأعداد العاديّة ) الن

كل 
 
𝑥قد نحتاج إلى حل  معادلات من الش × 3 = ؛ وبذلك يجب علينا توسيع ℤ لات ضمن المجموعة. قد لا نجد حلول مثل هذه المعاد5

مط من المعادلات، وقد تم  ترميزها بـ  ة بحلول هذا الن  دنا مجموعة الأعداد العادي  حيحة. تزو  في   Peanoمن قبل العالم  ℚمجموعة الأعداد الص 

ل من كلمة  1895عام  ة نسبة(.  quoziente)بناء  على الحرف الأو  تي تعني بالإيطالي 
 
 ال

 :  4تعريف 

كل :  تعرف 
 
ة بالش  مجموعة الأعداد العادي 

ℚ = {
𝑝

𝑞
; 𝑝 ∈ ℤ, 𝑞 ∈ ℤ∗} 

. 1مبرهنة   إذا وفقط إذا كتب على شكل عدد عشري  منتهٍ أو دوري 
 
ا  :  يكون العدد عادي 

مثال : 
3

5
= 0.6,      

1

3
= 0.33333… . .      1.179325 ⏟ 325⏟  325 ⏟….. 

جاه الأ 
 
 للمبرهنة, ولكن الات

 
جاه الآخر سنحاول توضيحه من لن نعطي برهانا

 
سبة إلى الات

 
ة. بالن  من القسمة الإقليدي 

 
ل من المبرهنة ينتج مباشرة و 

𝑥خلّل المثال الآتي : سنبين أن  العدد الآتي  = 12.342021⏟  2021⏟  …  عدد عادي.   ..

رب بـ   بعد الفاصلة، وذلك بالض 
 
وري  مباشرة  100سنقوم بجعل الجزء الد 

100𝑥 = 1234. 2021⏟  2021⏟  … ..                      (1) 

 , فنحصل على المعادلة الآتية : 10000الآن نضرب بـ 

10000 × 100 𝑥 = 12342021. 2021⏟  2021⏟  … ..           (2) 

، نطرح )2)-(1نلّحظ في المعادلتين )  ( :2( من )1( أن  الجزء الموجود بعد الفاصلة دوري 
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999 900 𝑥 = 12340787 

𝑥وعليه    =
12340787

999 900
𝑥ومنه    ∈ ℚ 

 ( الأعداد غير العاديّة :1-5)

 هو العدد 
 
 قطر مربع ضلعه يساوي واحدا

 
ة: مثلّ  في الأشكال الهندسي 

 
ة عادة غير العادي, محيط دائرة نصف   2√تظهر الأعداد غير العادي 

قطرها 
1

2
  

سبة إلى العدد النيبري 
 
exp(1)كذلك غير عادي, كذلك الأمر بالن = 𝑒 

 

كل  )
 
ة( : 1الش ة في الأشكال الهندسي   ظهور الأعداد غير العادي 

 عدد غير نسبي  من خلّل المبرهنة الآتية : 2√سوف نبرهن أن  

2√ :            2مبرهنة  ∉ ℚ  

 أن  العدد  البرهان : 
 
حيحان  2√لنفرض جدلا , لذلك يوجد العددان الص  𝑝غير نسبي  ∈ ℤ    و𝑞 ∈ ℤ∗  2√بحيث =

𝑝

𝑞
, سنفترض أن  

حيحين  ان فيما بينهما؛ أي أن  الكسر   𝑞 و 𝑝العددين الص  لي  عددان أو 
𝑝

𝑞
2√ غير قابل للّختزال, بتربيع طرفي المعادلة    =

𝑝

𝑞
نحصل على 

𝑝2 = 2𝑞2ه
 
؛ أي أن رف الأيمن زوجي 

 
, وعليه يكون الط رف الأيسر زوجي 

 
قابل للقسمة  , نلّحظ أن  طرفي المعادلة عددان صحيحان, وأن  الط

𝑝́)يمكن برهان ذلك ببساطة عن طريق نقض الفرض(, وعليه يوجد  𝑝, فهذا يسري على 2يقبل القسمة على   𝑝2. بما أن  2على  ∈ ℤ  بحيث

𝑝 = 2𝑝′ 2. بالعودة إلى المعادلة𝑞2 = 𝑝2 2، وبتعويض𝑝′  من 
 
2𝑞2, نحصل على  𝑝بدلا = 4𝑝′2  ومنه𝑞2 = 2𝑝′2 يؤدي هذا .

. وبهذا نكون قد حصلنا على تناقض مع فرضنا الأساس ي  أن   𝑞 و 𝑝تقسم  2. ومنه  𝑞تقسم  2زوجي  كذلك  𝑞2إلى أن  
 
ان  𝑝 و𝑞في آن ٍ معا لي  أو 

حيح؛ أي أن   ، وعكسه هو الص 
 
.                2√فيما بينهما، وبذلك يكون فرضنا خاطئا  ∎عدد غير عادي 
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 مجموعة الأعداد الحقيقيّة :  (1-6) 

ة، ورمز لها  1637عام   René Descartesأطلق ة وغير العادي  تي تحوي كافة الأعداد العادي 
 
ة على المجموعة ال اسم مجموعة الأعداد الحقيقي 

George Cantor  مز كل :  ℝبالر 
 
ة بالش ة على مستقيم الأعداد الحقيقي  ل مجموعة الأعداد الحقيقي 

 
 ما تمث

 
 , غالبا

 

كل )
 
ة( : 2الش  مستقيم الأعداد الحقيقي 

د أن نعلم أن :  2√من الجي  ≈ 1.4142 ;     3.14159265π ≈   

𝑒 ≈ 2.718.. 

 :  5تعريف 

                      ℝ̅ = ℝ ∪ {−∞,+∞} 

, وعليه يقال إن  المجموعة       ملّحظة :  كل  عدد عادي  هو عدد حقيقي 

  ℚ ⊂ ℝة مع بعضها بعلّقات احتواء ن كل الآتي : وترتبط المجموعات العددي 
 
 وضحها في الش

 

كل )
 
ة3الش  ( : المجموعات العددي 

 :  6تعريف 

+ℝ  الأعداد الموجبة
𝑥: هي الأعداد الواقعة على يمين مستقيم الأعداد, ويقال عن العدد ∗ ∈ ℝ  إذا كان 

 
ه موجب تماما

 
𝑥إن > 0. 
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 :  7تعريف 

البة .   :+ℝالأعداد غير الس  ∀𝑥 ∈ ℝ ; 𝑥 ≥ 0 

 :  8تعريف 

البة   −ℝالأعداد الس 
𝑥: هي الأعداد الواقعة على يسار مستقيم الأعداد, ويقال عن العدد ∗ ∈ ℝ  إذا كان 

 
ه سالب تماما

 
𝑥إن < 0. 

 :  9تعريف 

ℝ− :∀𝑥 الأعداد غير الموجبة  ∈ ℝ; 𝑥 ≤ 0. 

  خواص مجموعة الأعداد الحقيقيّة :

 الجمع والضّرب : 

,𝑎من أجل كل   𝑏, 𝑐 ∈ ℝ قة :, الخواص الآتية  محق 

ة :       بديلي  𝑎.5الت  × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎 1. 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 

ة :  الحيادي 

6. 1 × 𝑎 = 𝑎; 𝑎 ≠ 0 

 

2. 0 + 𝑎 = 𝑎 

ظير :  الن 

7. 𝑎 × 𝑏 = 1 ⟺ 𝑎 =
1

𝑏 
 

 

3. 𝑎 + 𝑏 = 0 ⟺ 𝑎 = −𝑏 

ة :  جميعي   الت 

8. (𝑎 × 𝑏) × 𝑐 = 𝑎 × (𝑏 × 𝑐) 

 

4. (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐)  

 

ة : وزيعي   الت 

9. 𝑎 × (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 × 𝑏 + 𝑎 × 𝑐 

10. 𝑎 × 𝑏 = 0 ⟺ (𝑎 = 0, 𝑜𝑟 𝑏 = 0) 

 

 : ملّحظة

ة 4إلى  1. تحت الخواص من 1 نائي 
 
ل الث

 
ة.  (+,ℝ)، تمث  زمرة تبديلي 
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ة8إلى  5. تحت الخواص من 2 نائي 
 
ل الث

 
ة.  (×,ℝ\{0})، تمث  زمرة تبديلي 

ة8إلى  1. تحت الخواص من 3 لّثي 
 
ل الث

 
.  (×,+,ℝ)، تمث

 
 حقلّ

رتيب
ّ
 :  المتراجحات والت

ه مهما كان العددان الحقيقان 
 
رتيب : أن

 
بة, ويقصد بالت

 
ة مجموعة مرت , فإن  أحدهما أكبر من الآخر )  𝑎 و  b إن  مجموعة الأعداد الحقيقي 

𝑎 > 𝑏  , قرأ
ُ
 (.𝑎أصغر من العدد  𝑏أو العدد  𝑏أكبر من  𝑎وت

رتيب ومميزاتها : 
ّ
 خصائص علاقة الت

1. ∀𝑥 ∈ ℝ , 𝑥 ≤ 𝑥. 

ين  .2 ,𝑥من أجل أي  عددين حقيقي  𝑦 ∈ ℝ إذا كان ,𝑥 ≥ 𝑦 و 𝑦 ≥ 𝑥 ٍعندئذ ,𝑥 = 𝑦. 

,𝑥من أجل  .3 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ إذا كان ,𝑥 ≤ 𝑦  وكان𝑦 ≤ 𝑧 ٍعندئذ ,𝑥 ≤ 𝑧. 

 ملاحظة :

ℝ2: = {(𝑥, 𝑦);    𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} 

 ملاحظة : 

ة  ,𝑥)من أجل أي  ثنائي  𝑦) ∈ ℝ2  : عريف  لدينا بالت 

𝑥 ≤ 𝑦 ⟺ 𝑦 − 𝑥 ∈ ℝ+  

ℝ+  : ل مجموعة
 
البةتمث ة غير الس   الأعداد الحقيقي 

𝑥 < 𝑦 ⟺ (𝑥 ≤ 𝑦 و 𝑥 ≠ 𝑦) 

ات على  رتيب  ℝالعملي 
 
ة الآتية (≥)  متوافقة مع علّقة الت ,𝑎بالمفهوم الآتي : من أجل الأعداد الحقيقي  𝑏, 𝑐 ∈ ℝ : لدينا 

(𝑎 ≤ 𝑏  𝑎𝑛𝑑 𝑐 ≤ 𝑑) ⟹ 𝑎 + 𝑐 ≤ 𝑏 + 𝑑 

(𝑎 ≤ 𝑏 𝑎𝑛𝑑 𝑐 ≥ 0) ⟹ 𝑎 × 𝑐 ≤ 𝑏 × 𝑐 

(𝑎 ≤ 𝑏 𝑎𝑛𝑑 𝑐 ≤ 0) ⟹ 𝑎 × 𝑐 ≥ 𝑏 × 𝑐 

ين  ف القيمة العظمى لعددين حقيقي  ,𝑎نعر  𝑏  : كل الآتي
 
 بالش

𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏) = {
𝑎       ;  𝑖𝑓 𝑎 ≥ 𝑏
𝑏       ;   𝑖𝑓 𝑏 > 𝑎
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 ( خاصّة أرخميدس :1-7) 

ة  ق  ℝمجموعة الأعداد الحقيقي   , هذا يعني :خاصّة أرخميدستحق 

∀𝑥 ∈ ℝ, ∃𝑛 ∈ ℕ ; 𝑛 > 𝑥 

 من  𝑛، يوجد عدد طبيعي   𝑥) من أجل أي  عدد حقيقي  
 
 ( 𝑥أكبر تماما

 : )تابع الجزء الصّحيح( 3مبرهنة 

𝑥ليكن  ∈ ℝ حيح للعدد ق :𝐸(𝑥)، ويُرمز له 𝑥, يوجد عدد صحيح وحيد, يُدعى الجزء الص   ، ويحق 

𝐸(𝑥) ≤ 𝑥 < 𝐸(𝑥) + 1 

𝐸(2.853):   مثال = 2,    𝐸(𝜋) = 3,    𝐸(−3.5) = −4 

𝐸(𝑥) = 3 ⟺ 3 ≤ 𝑥 < 4 

 

 ملّحظة : 

  : حيح كما يلي 𝐸(𝑥)يرمز كذلك للجزء الص  = [𝑥]. 

  حيح كل المرفق بيان تابع الجزء الص 
 
ن في الش 𝑥نبي  ⟼ 𝐸(𝑥) : 

 

 

كل )
 
حيح4الش  ( : تابع الجزء الص 
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 ( القيمة المطلقة :1-8)

 
 
عريف ال انوية. لنبدأ بإعطاء الت 

 
تي تتقنها من دراستك الث

 
ر بتعريف القيمة المطلقة وخصائصها ال

 
 .1591ام ع François Vièteذي يعود لـ  لنذك

 : 10تعريف 

ف القيمة المطلقة لـ 𝑥أجل أي  عدد حقيقي   من  بالعلّقة :𝑥 , نعر 

|𝑥| = {
𝑥              ;   𝑖𝑓   𝑥 ≥ 0
 −𝑥           ;  𝑖𝑓 𝑥 < 0

 

 

ل و
 
𝑥بيان تابع القيمة المطلقة  يمث ⟼ |𝑥| : كل

 
 بالش

 

كل )
 
 المطلقة( : تابع القيمة 5الش

ين :  4مبرهنة  ,𝑥من أجل أي  عددين حقيقي  𝑦 ∈ ℝ 

1. |𝑥| ≥ 0  ;  |−𝑥| = |𝑥|   ,      |𝑥| > 0 ⟺ 𝑥 ≠ 0 

2. √𝑥2 = |𝑥| 

3. |𝑥. 𝑦| = |𝑥|. |𝑦| 

4. ∀𝑛 ∈ ℕ 𝑜𝑟 ℤ      , |𝑥|𝑛 = |𝑥𝑛| 

5.  |
𝑦

𝑥
| =

|𝑦|

|𝑥|
م    ,   لنعم  |

1

𝑥
| =

1

|𝑥|
 𝑥 ≠    عندما0

𝑦عندما  .6 ≥ |𝑥|و  0 ≤ 𝑦 ⟺ −𝑦 ≤ 𝑥 ≤ +𝑦 

𝑦عندما  .7 ≥ |𝑥|و  0 ≥ 𝑦 ⟺  𝑥 ≤ −𝑦   𝑜𝑟 𝑥 ≥ 𝑦   

ث :   .8
 
𝑥|متراجحة المثل + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦| 
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انية:  .9
 
ث الث

 
|𝑥||متراجحة المثل − |𝑦|| ≤ |𝑥 − 𝑦| 

 

انية :
 
لى والث ث الأو 

 
 سنكتفي ببرهان متراجحتي المثل

   لدينا−|𝑥| ≤ 𝑥 ≤ |𝑥|    َو−|𝑦| ≤ 𝑦 ≤ |𝑦|  بالجمع نحصل على ,  −(|𝑥| + |𝑦|) ≤ 𝑥 + 𝑦 ≤ (|𝑥| + |𝑦|) ,

𝑥| ل على وعليه حسب تعريف القيمة المطلقة لعدد نحص + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|. 

   بما أن𝑥 = (𝑥 − 𝑦) + 𝑦 : ث الأولى
 
 , يكون لدينا حسب متراجحة المثل

|𝑥| = |(𝑥 − 𝑦) + 𝑦| ≤ |𝑥 − 𝑦| + |𝑦| 

|𝑥|وعليه  − |𝑦| ≤ |𝑥 − 𝑦| ين ,𝑥, والآن بقلب الأدوار بين العددين الحقيقي  𝑦 نحصل على , |𝑦| − |𝑥| ≤ |𝑦 − 𝑥|. 

 بما أن   

|𝑦 − 𝑥| = |𝑥 − 𝑦|           : وبحسب تعريف القيمة المطلقة يكون 

      ||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 − 𝑦|                    ∎ 

          

 خصائص )القيمة المطلقة والمسافة( :

ة,لدينا على مستقيم الأعداد  𝑥| الحقيقي  − 𝑦| ين ل المسافة بين العددين الحقيقي 
 
ل بعد العدد  |𝑥|. بشكل خاص  𝑦  وَ  𝑥، تمث

 
يمث

فر.  𝑥الحقيقي    عن الص 

 

 

كل )
 
ين.6الش  (: المسافة بين عددين حقيقي 

  كذلك لدينا : 

∀𝑥, 𝑎, 𝑟 ∈ ℝ,     |𝑥 − 𝑎| < 𝑟 ⟺ 𝑎 − 𝑟 < 𝑥 < 𝑎 + 𝑟  

 : 
 
 أو كما سنرى لاحقا

|𝑥 − 𝑎| < 𝑟 ⟺ 𝑥 ∈ ]𝑎 − 𝑟, 𝑎 + 𝑟[ 
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كل )
 
 ( : المجال الحقيقي  7الش

: ℝ  في   ℚ ( كثافة  1-9)  

  .مفتوحيكون في ثلّث حالات : مغلق, ومفتوح, ونصف المجال : 

 :   11تعريف 

ة : ℝمن  𝐼هو مجموعة جزئية  ℝفي  المجال المغلق المحدود   تحقق الخاص 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼   , ∀𝑥 ∈ ℝ  ;  (𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  ⟹ 𝑥 ∈ 𝐼 = [𝑎, 𝑏]) 

 

 ملّحظة :

 عريف 𝐼بالت  = ∅    , تي لا تحتوي على أي  عدد حقيقي 
 
ل المجموعة الخالية؛ أي ال

 
 تمث

 
كل مجالا

 
𝑎, يمكن أن نعبر عنها بالش ∈

ℝ ;  ] 𝑎, 𝑎[ = ∅ 

  ر عن المجموعة وحيدة العنصر على شكل مجال ذي يحتوي على عدد حقيقي  واحد فقط )مجموعة وحيدة العنصر(. يمكن أن نعب 
 
المجال ال

كل 
 
𝑎مغلق بالش ∈ ℝ , [𝑎, 𝑎] = {𝑎}. 

  كذلك𝐼 = ℝ =  مجال. ]∞+,∞−[

 :  12تعاريف 

 ة من  المجال المفتوح والمحدود كل الآتي : ℝهو مجموعة جزئي 
 
 بالش

]𝑎, 𝑏[ = {𝑥 ∈ ℝ; 𝑎 < 𝑥 < 𝑏}   حيث ,𝑎, 𝑏 ∈ ℝ; 𝑎 ≤ 𝑏 

 هو مجموعة جزئية من  المجال نصف المفتوح والمحدودℝ 

,𝑎, 𝑏 ∈ ℝ; 𝑎 ≤ 𝑏    حيث [𝑎, 𝑏[ = {𝑥 ∈ ℝ; 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏} 

𝑎, 𝑏 ∈ ℝ; 𝑎 ≤ 𝑏    حيث ]𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ; 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏} 

 في   المجال المغلق وغير المحدودℝ :هو 
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,𝑎 ∈ ℝ;     [𝑎, +∞[ = {𝑥 ∈ ℝ; 𝑎 ≤ 𝑥} 

𝑏 ∈ ℝ;  ]−∞, 𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ; 𝑥 ≤ 𝑏} 

 

 ملاحظة :

ℝ+
∗ = ]0,+∞[, ℝ+ = [0,+∞[   , ℝ−

∗ = ]−∞,0[  

   ℝ−
∗ = ]−∞, 0]   ,   ℝ∗ = ]−∞, 0[ ∪ ]0,+∞[ 

 

 

 

 غير المحدود المحدود المجال الحقيقي  

,𝑎[ المفتوح 𝑏[, ∅ ]−∞, 𝑎[; ]𝑎, +∞[;  ℝ 

,𝑎] المغلق 𝑏]; {𝑎};  ∅  ]−∞, 𝑎]; [𝑎, +∞[;  ℝ 

,𝑎[ نصف المفتوح 𝑏];  [𝑎, 𝑏[  

 ( : المجالات الحقيقيّة1الجدول )

 

 :  (13تعريف الجوار)

, ولتكن   𝑎ليكن
 
ا  حقيقي 

 
ة من  𝑉عددا ℝ (𝑉مجموعة جزئي  ⊂ ℝ)  يقال عن ,𝑉   ها جوار للعدد الحقيقي بحيث  𝐼, إذا وجد مجال مفتوح 𝑎إن 

𝑎 ∈ 𝐼, 𝐼 ⊂ ℝ. 

ها جوار للعدد الحقيقي 𝑉: يقال عن  بكلام آخر  إذا وفقط إذا تحقق:  𝑎، إن 

∃𝜀 > 0; ]𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀[ ⊂ 𝑉  

 

 
كل )

 
 ( : الجوار8الش
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 الكثافة

 :  1نظريّة 

1. ℚ  فيكثيفة ℝ  كل  مجال مفتوح غير خالٍ في : ℝ.ة  يحتوي على عدد غير منتهٍ من الأعداد العادي 

2. ℝ\ℚ  فيكثيفة ℝ  كل  مجال مفتوح غير خالٍ في : ℝ.ة  يحتوي على عدد غير منتهٍ من الأعداد غير العادي 

 ( القيم الصّغرى والعظمى :1-10)

ة  𝐴: لتكن  (14تعريف ) ه العنصر الأعظمي  للمجموعة  𝑎نقول عن العدد الحقيقي    ، ℝمجموعة غير خالية من مجموعة الأعداد الحقيقي 
 
، إن

𝐴 : ق  إذا تحق 

𝑎 ∈ 𝐴,    و ∀𝑥 ∈ 𝐴 , 𝑥 ≤ 𝑎 

مز :    ملاحظة  .max𝐴: إذا وجد العنصر الأعظمي  في مجموعة فهو وحيد, ويرمز له بالر 

مز  𝐴يرمز للعنصر الأصغري  للمجموعة  ق العلّقة:min𝐴بالر   ، وإذا وجد فهو يحق 

𝑎 ∈ 𝐴,    و  ∀𝑥 ∈ 𝐴 , 𝑥 ≥ 𝑎 

 لـ   maxالعنصر الأعظمي   ملاحظة :
 
 لـ   min، والعنصر الأصغري  maximumاختصارا

 
. كذلك علينا الأخذ بعين  minimumاختصارا

.
 
رورة أن يكون موجود دوما ، ليس بالض   الاعتبار أن  العنصر الأصغري  والأعظمي 

 أمثلة : 

 max[𝑎, 𝑏] = 𝑏,   min[𝑎, 𝑏] = 𝑎 

  المجال]𝑎, 𝑏[ لا يملك ،.
 
ا  أصغري 

 
 ولا عنصرا

 
ا  أعظمي 

 
 عنصرا

  0,1]المجال[ ،.
 
ا  أعظمي 

 
فر بينما لا يملك عنصرا ، وهو الص 

 
ا  أصغري 

 
 يملك عنصرا

𝐴كما يلي    𝐴: لنعر ف المجوعة  مثال = {1 −
1

𝑛
;   𝑛 ∈ ℕ∗} 

𝑢𝑛لنرمز بـ  = 1 −
1

𝑛
𝑛من أجل كل    ∈ ℕ∗عندئذ .  𝐴 = {𝑢𝑛;   𝑛 ∈ ℕ

مثيل البياني  للمجموعة  {∗ على مستقيم الأعداد  𝐴يعطى الت 

ة كما يلي :  الحقيقي 
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كل )
 
( : العنصر الأعظمي  والأصغري  9الش  

 : لنفرض أن  المجموعة  𝐴المجموعة  .1
 
ا  أعظمي 

 
 𝐴،لا تملك عنصرا

 
ا  أعظمي 

 
𝛼، تملك عنصرا = max𝐴 عريف 𝑢𝑛. عندئذ حسب الت  ≤ 𝛼 ,

α ، وعليه𝑛من أجل كل   ≥ 1 −
1

n
𝑛. عندما   → 𝛼، يكون لدينا   ∞+ ≥ ، وبالتالي 𝛼. بما أن  1 𝐴,عنصر أعظمي  ∋ 𝛼   عندئذ يوجد

𝛼، بحيث 𝑛0حد رقمه  = 1 −
1

𝑛0
< 𝛼، وهذا تناقض مع ما رأيناه أن  1 ≥ .𝐴. وعليه المجموعة 1

 
ا  أعظمي 

 
 ، لا تملك عنصرا

2. min𝐴 = فر للمجموعة؛ نا أمران، , لدي0 ل : انتماء الص  حقق منهما. الأمر الأو  ه يجب الت 
 
𝑛 من أجل إذ إن = 𝑢1يكون  1 = ، والأمر  0

رط 
 
ق الش اني : تحق 

 
𝑛∀الث ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ≥ 0 . 

( الحدود العليا والدّنيا : 1-11)  

ه حد  أعلى للمجموعة   𝑀. يقال عن العدد الحقيقي  ℝمجموعة غير خالية من  𝐴 لتكن( : 15تعريف )
 
ق  𝐴إن .إذا تحق  ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≤ 𝑀 

ه حد  أدنى للمجموعة 𝑚كذلك يقال عن العدد الحقيقي  
 
ق 𝐴، إن  إذا تحق 

 ∀𝑥 ∈ 𝐴;   𝑥 ≥ 𝑚. 

 أمثلة : 

 3 ل
 
  يمث

 
ا  .]0,2[أعلى للمجموعة حد 

 −7,−2,−𝜋   ل
 
  ، تمث

 
,0]دنيا للمجموعة حدودا   ، بينما لا تملك]∞+

 
ا  أعلى.حد 

𝐴المجموعة مثال :  = [0,1[ 

 

كل )
 
نيا لمجموعة10الش  ( : الحدود العليا والد 

ة العناصر 𝐴الحدود العليا للمجموعة  .1
 
,1]، هي كاف +∞[ 

نيا للمجموعة  .2 ,∞−[، هي كافة العناصر 𝐴الحدود الد  0] 

 ( : 16تعريف )

ة, مجموعة غير خالية من الأعداد  𝐴لتكن  . αوليكن الحقيقي 
 
ا  حقيقي 

 
 عددا

ه حدَ أعلى أصغري  للمجموعة  αيقال عن  .1
 
  أعلى للمجموعة،𝐴إن

 
ا مز ، إذا كان حد   وكان أصغر الحدود العليا. فإذا وجد سنرمز له بالر 

 𝛼 = sup𝐴. 
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ه حد  أدنى أعظمي  للمجموعة  αيقال عن  .2
 
 ، إذا 𝐴إن

 
ا نا نرمز له كان حد 

 
نيا. إذا وجد فإن 𝛼أدنى للمجموعة، وكان أعظم الحدود الد  =

inf  𝐴. 

 أمثلة :

i. 𝐴 = ]0,1] 

o sup𝐴 = ,1]، في الحقيقة، مجموعة الحدود العليا هي 1  .1، وأصغر هذه الحدود العليا هو ]∞+

o  inf 𝐴 = نيا للمجموعة هي  0 ,∞−[، في الحقيقة، مجموعة الحدود الد  نيا هو   [0  .0وأكبر هذه الحدود الد 

ii. sup[𝑎, 𝑏] = 𝑏 

iii. inf [𝑎, 𝑏] = 𝑎 

iv. sup]𝑎, 𝑏[ = 𝑏 

v. ]0, .لا تقبل   ]∞+
 
ا  أعلى أصغري 

 
ا  حد 

vi. inf]0, +∞[ = 0   

 

 

 )توصيف الحد  الأعلى(:  5رهنة مب

ق : sup𝐴محدودة من الأعلى وغير خالية, عندئذ  ℝمجموعة من  𝐴لتكن   ، هو عدد حقيقي  وحيد، يحق 

i. 𝑖𝑓 𝑥 ∈ 𝐴 , 𝑥 ≤ sup𝐴 

ii. ∀𝑦 < sup𝐴 ,    ∃𝑥 ∈ 𝐴; 𝑦 < 𝑥. 

                      

𝐴كما يلي   𝐴المجموعة  : لنعود ونأخذ مثال = {1 −
1

𝑛
;   𝑛 ∈ ℕ∗} 

 

كل )
 
 ( : الحد  الأعلى الأصغري  والأدنى الأعظمي  11الش

min𝐴لقد رأينا أن   .1 = ؛ أي أن  0 رورة نفسه الحد الأدنى الأعظمي   . بما أن  العنصر الأصغري  في المجموعة موجود، فهو بالض 

inf 𝐴 = min𝐴 = 0 
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ريقة الأولى لإثبات أن   .2
 
sup𝐴الط = ، ل1   𝑀يكن , باستخدام تعريف الحد  الأعلى الأصغري 

 
𝑀  ، عندئذ𝐴أعلى للمجموعة  حدَا ≥ 1 −

1

𝑛
  

هاية، يكون  𝑀بأخذ الن  ≥ 𝑀. بالعكس إذا كان 1 ≥  أعلى  𝑀، يكون 1
 
ا ، هي 𝐴للمجموعة، وعليه مجموعة الحدود العليا للمجموعة حد 

[1, sup𝐴، ويكون  1، ومن أصغر الحدود العليا هو ]∞+ = 1. 

انية لإثبات أن   .3
 
sup𝐴الطريقة الث =  باستخدام توصيف الحد الأعلى، 1

a. 𝑖𝑓 𝑥 ∈ 𝐴 ⟹ 𝑥 ≤  هو حد  أعلى للمجموعة. 1، حيث  1

b. ∀𝑦 < 1, ∃𝑥 ∈ 𝐴; 𝑦 < 𝑥  في الواقع بأخذ :𝑛  0كبير بما يكفي، عندئذ <
1

𝑛
< 1 − 𝑦  وبهذا .𝑦 < 1 −

1

𝑛
, ومنه استطعنا 

𝑥إيجاد  = 1 −
1

𝑛
∈ 𝐴 اني إذن

 
رط الث

 
ق الش sup𝐴، وتحق  = 1. 

 لأعلى الأصغريّ والحدّ الأدنى الأعظميّ(: )توصيف الحدّ ا 6مبرهنة 

 غير خالية : ℝمجموعة من  𝐴لتكن 

 𝑀محدودة من الأعلى بـ  𝐴إذا كانت المجموعة  .1

𝑀 = sup𝐴 ⟺ ∀𝜀 > 0, ∃𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ∈ ]𝑀 − 𝜀,𝑀] 

 

 𝑚محدودة من الأدنى  بـ  𝐴إذا كانت المجموعة  .2

𝑚 = inf 𝐴 ⟺ ∀𝜀 > 0 , ∃𝑥 ∈ 𝐴 , 𝑥 ∈ [𝑚,𝑚 + 𝜀[ 

 ( :Bolzano 1817خاصّة للحدّ الأعلى الأصغريّ ) -

ة من  غير خالية ومحدودة من الأعلى،  ℝ كل  مجموعة جزئي 
 
ا .أعلى تملك حد 

 
ا  أصغري 

 خاصّة للحدّ الأعلى الأصغريّ  -

 ،  لمجموعة كل  عدد حقيقي 
 
ا  أعلى أصغري 

 
ا ل حد 

 
 : ℚما من عناصر يمث

 ملاحظة :

𝐴 = {𝑥 ∈ ℚ;   𝑥2 < 2} 

2√لدينا  ∈ ℝ  حد  أعلى أصغري  لهذه المجموعة، ولكن لا يوجد حد  أعلى أصغري  لهذه المجموعة ضمنℚ. 

 : 7مبرهنة 

ق :  sup𝐴محدودة من الأعلى وغير خالية, عندئذ  ℝمجموعة من  𝐴لتكن   هو عدد حقيقي  وحيد يحق 
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i. sup𝐴   حد  أعلى للمجموعة𝐴. 

ii.  يوجد متتالية(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ  من عناصر المجموعة𝐴 ،تتقارب نحوsup𝐴 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


