
 

 

 

      

010-MF-EPP-MU Issue date: 01November2025 Issue no.1 Page 1 | 42 Page 1l1 

 

 تقنيات التكامل – خامسالالفصل 

 :بالتعويضالتكامل . 1

dنعلم أن قاعدة السلسلة تعطى بالشكل: 

dx
[F(g(x))] = F′(g(x)) ⋅ g′(x) :ومن تعريف التابع الأصلي يكون لدينا ، 

∫ F′(g(x)) ⋅ g′(x) = F(g(x)) + c 

 :التكامل بالتعويضهذا يقودنا إلى التعرف إلى 

 
x2)∫مثال: أوجد قيمة التكامل  + 1)2(2x) dx 

g(x)الحل: ليكن  = x2 + g′(x)، وبالتالي  1 = 2x و ،F(g(x)) = (x2 + 1)2 

 
 مثال: 

∫أوجد قيمة التكامل  5 cos 5x  dx 

 الحل:
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g(x)ليكن   = 5x  وبالتالي ،g′(x) = F(g(x))، و 5 = cos 5x 

 

 
 مثال: 

∫أوجد قيمة التكامل  x(x2 + 1)2 dx 

g(x)الحل: ليكن  = x2 + 1 

 
 . التكامل بتغيير المتحول:2

uسنقوم إعادة صياغة التكامل باختيار جيد  لمتغير جديد  = g(x)  ونوجدdu = g′(x)dx 

 
 مثال:
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∫أوجد قيمة التكامل   √2x − 1 dx 

 الحل:

uبداية نختر  = 2x − duومنه  1 = 2 dx   ويكونdx =
du

2
 

 
 مثال:

∫أوجد قيمة التكامل   x√2x − 1 dx 

 الحل:

uبداية نختر  = 2x − duومنه  1 = 2 dx   ويكونdx =
du

2
،x =

u+1

2
    

∫ x√2x − 1 dx = ∫ (
u + 1

2
) u

1
2   

du

2
=

1

4
∫ u

3
2  +   u

1
2  du =

1

4
(

u
5
2

5
2

+
u

3
2

3
2

) + c 

1

10
 (2x − 1)

5
2  +

1

6
  (2x − 1)

3
2  + c 

∫أوجد قيمة التكامل  مثال:  sin2 3x cos 3x  dx 
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 الحل:

uبداية نختر  = sin 3x  ومنهdu = cos 3x  3 dx   

∫ sin2 3x cos 3x  dx = ∫ u2
du

3
=

1

3
[
u3

3
+ c] =

1

9
sin3 3x + c 

 مثال : حل ما يلي:

 
 طريقة تغيير المتحول في التكامل المحدود 

لى حدود عالتكامل بإمكاننا أن نعيد المتحول الجديد إلى المتحول الأصلي ونحافظ نستخدم نفس النهج،  فيما يتعلق بحدود 

 التكامل  أو نقوم بتغيير حدود التكامل على أساس المتغير الجديد.

 مثال :
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∫أوجد قيمة التكامل    (x2 + 1)3(2x) dx
1

0
 

 الحل:

uليكن   = x2 + du، وبالتالي  1 = 2xdx ، 

 الجديد:لحساب حدود التكامل بناء على المتحول 

xالحد الأدنى  = 0 ⟹ u = 1 

xالحد الأعلى  = 1 ⟹ u = 2 

 
 بإمكاننا الحصول على نفس النتيجة بالعودة إلى المتحول الأصلي:
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 مثال :

∫أوجد قيمة التكامل 
x

√2x−1
 dx

5

1
 

 الحل:

uليكن   = √2x − u2، وبالتالي  1 = 2x − uduويكون  1 = dx 

 لحساب حدود التكامل بناء على المتحول الجديد:

xالحد الأدنى  = 1 ⟹ u = 1 

xالحد الأعلى  = 5 ⟹ u = 3 
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g(u)هندسياً  يمكن أن نفسر أن  المساحة الواقعة تحت منحنيي التابعين التاليين   =
u2+1

2
 و 

 f(x) =
x

2√x−1
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 تكامل التوابع الزوجية والفردية:

,a−]قابل للمكاملة على المجال  fليكن التابع a] 

∫. إذا كان التابع زوجي عندئذ: 1 f(x)dx
a

−a
= 2 ∫ f(x)dx

a

0
 

∫. إذا كان التابع فردي عندئذ: 2 f(x)dx
a

−a
= 0 

  

 مثال :

∫أوجد قيمة التكامل   (sin3 x cos x + sin x cos x) dx
π

2

−
π

2

 

 الحل:

f(x)لدينا  = (sin3 x cos x + sin x cos x) :ومنه 

f(−x) = (sin3 −x cos −x + sin −x cos −x) = 
−(sin3 x cos x + sin x cos x) = −f(x) 
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−]التابع فردي على المجال 
π

2
,

π

2
 ومنه قيمة التكامل:  [

∫  (sin3 x cos x + sin x cos x) dx

π
2

−
π
2

= 0 

 
 تذكرة:
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 مثال:

 حل التكاملات التالية:

a. ∫
4

x2 + 9
dx ,      b. ∫

4x

x2 + 9
dx ,        c. ∫

4x2

x2 + 9
dx  

 
  

 مثال:
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 مثال:
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 مثال:
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 مثال:

 
 

 مثال:
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 التكامل بالتجزئة: 

 

 التكاملات من الشكل:طريقة التكامل بالتجزئة هامة جداً  وتطبق على نطاق واسع على 

 
 التكامل بالتجزئة ينطلق من قاعدة اشتقاق الجداء:
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,uالتابعان   v   قابلان للاشتقاق كما أنu′, v′ :مستمرين  وعليه نقوم بمكاملة الطرفين لنحصل على 

 
 مبرهنة:  

,uالتابعان   v   قابلان للاشتقاق كما أنu′, v′ :مستمرين، عندئذ 

 
 مثال:
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 مثال:

 قيمة التكامل:أوجد 

∫ x2 ln x 

 

 

 

 
 التكامل بالتجزئة  في حالة مكاملة حد واحد:

 مثال:
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 مثال:
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 ملاحظة:

 ا قمنا بالتبديل سنعقد التكامل:1لاحظ إ dvو  uفي حال قمنا بالمكاملة أكثر من مرة علينا المحافظة على اختيار 
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 مثال:

 
 . التكاملات المثلثية:3

 تكاملات من الشكل:بداية سنتعلم كيفية حساب 

 
 سنستخدم العلاقات المثلثة التالية:
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 مثال:
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 مثال:



 

 

 

      

010-MF-EPP-MU Issue date: 01November2025 Issue no.1 Page 23 | 42 Page 1l1 

 

 
 مثال:
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 : tangentو   secantحساب التكاملات التي تحوي قوى 

 تكاملات من الشكل:

 
 :tangentو   secantتقنيات المكاملة في حال وجود قوى ل 

 لي:يونقوم بما  sec2زوجية موجبة ، نأخذ معامل  secant. عندما تكون قوة 1

 
secفردية  موجبة ، نأخذ معامل  tangent. عندما تكون قوة 2 tan :ونقوم بما يلي 

 
 secant. في حال عدم وجود 3
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 حالة وجود مضاريب توابع مثلثية:

 نستخدم العلاقات التالية:
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 التوابع المثلثية:التكامل بالتعويض في حالة مكاملة 

 نستخدم هذه الطريقة في حال وجود جذور من الشكل:

√a2 − u2              √a2 + u2              √u2 − a2 
 سنستخدم القوانين المثلثية التالية للتخلص من الجذور:
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 مثال:

∫أوجد قيمة التكامل  
dx

x2√9−x2
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 مثال:
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 مثال:
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 . تفريق الكسور:4

N(x)إذا  كان لدينا كسر من الشكل 

D(x)
 الحالات التالية:نميز ، ل 
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 . إذا كانت درجة البسط أكبر أو يساوي المقام نقوم بالقسمة التقليدية فنحصل على:1

N(x)

D(x)
= Q(x) +

N1(x)

D(x)
 

N1(x)في الكسر الجديد 

D(x)
 درجة البسط أقل من درجة المقام وننتقل إلى إحدى الحالات التالية: 

px). نحلل المقام إلى معاملات خطية وتربيعية بالشكل 2 + q)m  و(ax2 + bx + c)n  حيثax2 + bx +

c  .غير قابل للاختزال 

px). نقوم بتفريق الكسر في حال المعاملات  الخطية  3 + q)m  إلىm : كسر بحيث 

  A1, A2, … , Am.ثوابت حقيقية 

A1

(px + q)
+

A2

(px + q)2
+ ⋯ . +

Am

(px + q)m
 

 

ax2). نقوم بتفريق الكسر في حال المعاملات  الخطية   .4 + bx + c)n  إلىn : كسر بحيث 

Ci, Bi  .ثوابت حقيقية 

B1x + C1

(ax2 + bx + c)
+

B2x + C2

(ax2 + bx + c)2
+ ⋯ . +

Bnx + Cn

(ax2 + bx + c)n
 

 مثال:
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 مثال:
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 مثال:
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 تطبيقات التكامل:
 .المساحة المحصورة بين منحنيي تابعين:1

 

 

,𝑓ليكن لدينا التابعين  𝑔  المستمران على المجال[𝑎, 𝑏] ،
، كذلك  𝑜𝑥وليكن كل من منحنيي التابعين يقع فوق المحور 

كما هو مبين في  𝑓يقع تحت منحني التابع 𝑔منحني التابع 
الشكل المجاور. هندسياً: المساحة المظللة تمثل المساحة 

المساحة الواقعة  مطروحاً منها 𝑓الواقعة تحت منحنى التابع 
 .𝑔تحت 

 
 

 
 

 



 

 

 

      

010-MF-EPP-MU Issue date: 01November2025 Issue no.1 Page 38 | 42 Page 1l1 

 

,𝑓المساحة المحصورة بين التابعين   𝑔  المستمران على المجال[𝑎, 𝑏]  ًوليكن أيضا𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)  وذلك من أجل كل
𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  وبالتالي المساحة المحصورة بين بياني التابعين𝑓, 𝑔 والمستقيمين 

 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 :تعطى بالعلاقة 

∫[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 
 .𝑜𝑥ليس من الضروري أن كون منحنيي التابعين واقعين فوق المحور  ملاحظة:

 
 مثال:

𝑦أوجد المساحة المحصورة بيمن منحنيي التابعين   = 𝑥2 + 𝑦و  2 = −𝑥  والمستقيمين𝑥 = 0 ;  𝑥 = 1 
𝑓(𝑥)لدينا  = 𝑥2 + 𝑔(𝑥)و  2 = −𝑥  لدينا𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)   [0,1]على المجال 
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 . الحجم:2
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