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 الشهيرةحتمالية لاتوزيعات اال
 

 أولاً :التوزيعات الاحتمالية المنفصلة :

 التوزيع على نقطتين:                         
 :عندئذٍ يوصف هذا التوزيع بالشكل التالي .ةالعشوائي ةفي التجرب عدد مرات وقوع الحدث بفرض

      
       

 
   ومنه:         ما لا يقع باحتمالإو  , باحتمال  ما أن يقع الحدثإأي: 
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 بالتالي:
γ  

   

 √  
 

 

 ذا كان:إف
          :ـ ل ةالتوزيع متناظر بالنسب -
          :لى اليسارإالتوزيع منحرف  -
                  :لى اليمينإالتوزيع منحرف  -
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 مثال
 لعدد مرات ظهور الشعار خلال التجربة. مرات, فإذا رمزنا بـ 6تجربة إلقاء قطعة نقود متجانسة  لتكن 

 أوجد: 
 الحل:

 لحدث ظهور الشعار في كل مرة من مرات تكرار التجربة. عندئذٍ يكون: نرمز بـ

 

 

 فالتوزيع متناظر حتماً. وبما أن:
 
 (   )     Bernoulli Distributionثنائي الحدين:توزيع    

, ما ظهـور الحـدث لالنجـابا باحتمـال:إحدى نتيجتين: إالتي ينتج عنها  ةيستخدم هذا التوزيع في التجارب العشوائي
 .  حتمالباعدم ظهور الحدث لالفشلا وإما 

 
 :شروط التوزيع

 هو مستقل. الذي نرمز له بالرمز  ةعدد مرات تكرار التجرب 

   ى آخر.إلالاحتمال ثابت من تكرار 

  ة عدد من المرات مقداره التجربة العشوائيعند تكرار  لالنجابا لعدد مرات ظهور الحدث  إذا رمزنا بـn  ,نّ إف
 من الشكل:الممكنة عندئذٍ قيم

 
 :ةالتاليلنحاول استنتاج الشكل العام للتوزيع من خلال الملاحظات 
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 ولى هي لأ؟عندئذٍ: إما أن تكون التجربة اةواحد ةوالفشل مر  ,ةواحد ةوليكن المطلوب هو: النجاب مر  ,: من أجل
 أي:, ولى هي الفشل والثانية النجابلأتكون التجربة ا أنوإما , الفشل ةالنجاب والثاني

 

 

 نجــاب, نجــاب,ل مــا أن يكــون إ؟عندئــذٍ:  ةواحــد ةوالفشــل مــر  النجــاب مــرتين, ولــيكن المطلــوب هــو: ,: مــن أجــل 
 أي:ا نجاب نجاب, فشل,ل أوا نجاب نجاب ,فشل,ل أوا فشل

 
      وبالتـالي عـدم ظهـوره, ةمر    عدد من المرات مقداره ةفي التجرب ذا كان المطلوب ظهور الحدثإ: ةالعام ةوبالحال

 عندئذٍ: ة,عدد مرات تكرار التجرب حيث: ,ةمر 
  [   ]    

 الشكل العام للتوزيع. وهو        
 من الشكل:  مما تقدم يكون جدول توزيع

              
                   

 
  حيث

 أيضاً:

, , وكـلٍ منهـا يتـوزع علـى نقطتـين لأي: إمـا أن يقـع, أو لا يقـعامثنـى مثنـى ةمسـتقل أنّ المتغيـرات إلـىأضف 
 كذلك:و 

               ∑  

 

   

 

, وسمّي بتوزيع ثنـائي الحـد, لأن الرـورة العامـة و نّه يعتمد علىلأبالرمز:يرمز عادةً لتوزيع ثنائي الحدين 
 للتوزيع تأخذ شكل "الحد العام" في مفكوك ذي الحدين.
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 :لتوزيع ثنائي الحدين ةالقيم المميز 
 التوقع الرياضي   

 [ ]   [∑  
 

]  ∑ [  ]

 

 

                   ⏟        

   مرة

    

 التشتت و الانحراف المعياري   

  [ ]    [∑  
 

]  ∑  [  ]

 

           ⏟            

   مرة

     

    التابع المولد للعزوم

 

 ومنه التابع المولد للعزوم لثنائي الحدين يعطى بالعلاقة
      ( )  (    

 )  

    عامل التناظر 
 

 :ةومن العلاق
 

 ينتج:
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 :بعد التبديل يكون و 
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√   
  

 ذا كان:إف
 .الرياضي هلتوقع ةيكون التوزيع متناظراً بالنسب  -
 .يكون التوزيع منحرفاً نحو اليسار   -
 .يكون التوزيع منحرفاً نحو اليمين   -

 
 لامث

ـــ يطلــر رامٍ علــى هــدف  لعــدد الطلقــات التــي ترــيخ الهــدف خــلال هــذه التجربــة, وكــان احتمــال  طلقــات, فــإذا رمزنــا ب
 . والمطلوب:إصابته للهدف في كل مرة هو 

ومــن ثــم اوجــد التوقــع الرياضــي و التشــتت و التــابع المولــد للعــزوم لعــدد الطلقــات التــي ترــيخ   اكتــخ جــدول توزيــع    
 الهدف و حدد شكل التوزيع

 ما احتمال أن يريخ الهدف بطلقتين على الأقل؟   
 الحل:
    إصابة الهدف, عندئذٍ: حدث بفرض    

 

 
    

 

 
 

 من الشكل: توزيع  مرات. وبالتالي فإن جدول طلقات, يعني أن التجربة تتكرر  كما أن إطلاق 
  
    

 . بالتالي ومباشرةً يكون: والمسألة هي مسألة تجارب متكررة حيث: 
 [ ]       (
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 التوزيع غير متناظر نحو اليمين              
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 [   ]     [   ]          
                      (

 

 
)
  

   (
 

 
) (
 

 
)
 

 
    

 لامث
, إذا تنــاول الطبيــة هــو  الأدويــةإذا كــان مــن المعلــوم أن نســبة الشــفاء مــن مــرض معــين باســتخدام نــوع معــين مــن 

بأنـه عـدد الـذين المسـتجيبين لحـالات الشـفاءا لهـذا  مرابين بهذا المرض ولنفـرض المتغيـر العشـوائي  5هذا الدواء
 الدواء.

 المطلوب:
 ما هو نوع المتغير؟   
 لهذا المتغير. اكتخ شكل دالة الاحتمال  
 احسخ الاحتمالات التالية:  

  مرضى لهذا الدواء؟ 3ما احتمال استجابة 

 ما هو احتمال استجابة مريض واحد على الأقل؟ 

  مرضى على الأكثر؟  2ما هو احتمال استجابة 

 احسخ التوقع الرياضي, والانحراف المعياري لعدد حالات الاستجابة.  

 حدد شكل التوزيع.  
 الحــل:
 :    , ومدى هذا المتغير في هذه الحالة هو منفرلر متغي عدد حالات الاستجابة   
    ,  ,   شكل دالة الاحتمال:        

 [   ]    
        

                      
 (   ) (   )                    

 
 حساب الاحتمالات:  

  مرضى لهذا الدواء:  3حساب احتمال استجابة 

 [   ]    
 (   ) (   )    
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 :حساب احتمال استجابة مريض واحد على الأقل 

 [   ]     [   ] 
  [  

 (   ) (   ) ]                        
 
 
  مرضى على الأكثر:  2حساب احتمال استجابة 

 [   ]     [   ]   [   ]   [   ] 
                       

 (   ) (   )     
 (   ) (   )    

 (   ) (   )  
                     

   

   
(    )(     )  

 

 
(   )(      )   ( )(       ) 

                                                    
 

   
                

 

 

 تحديد شكل التوزيع:  
 

 كما يلي:    p يتحدد شكل التوزيع ثنائي الحدين وفقا لقيمة احتمال النجاب
 فإن التوزيع الاحتمالي ثنائي الحدين يكون متماثل.   إذا كان    
 فإن التوزيع الاحتمالي ثنائي الحدين يكون موجخ الالتواء.   إذا كان    
 فإن التوزيع الاحتمالي ثنائي الحدين يكون سالخ الالتواء.   إذا كان    

 فإن توزيع عدد حالات الاستجابة سالخ الالتواء. وحيث أن 
 

 مثال 
( )  هي  X كانت الدالة المولدة للعزوم للمتغير العشوائى إذا   (

 

 
 
 

 
  )

 
 

 الرياضي و الانحراف المعياري . ع؟ اكتخ دالة كثافة الاحتمال و أوجد التوق Xما هو التوزيع الذي يتبعه 
 الحل :                

  )   التوزيع يخضع لثنائي الحدين    
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 مثال 
 لآتيرميات لعملة متوازنة كا 6صور فى 4 باستخدام توزيع ذى الحدين يمكننا إيجاد احتمال الحرول على 

 
[ ] ست رميات هو  فيإن عدد الرور المتوقع        (

 

 
)    

 لست رميات هو الاحتماليويكون الانحراف المعيارى للتوزيع  

 [ ]  √    √  
 

 
 
 

 
 
√ 

 
 

 .  p=0.5وهذا التوزيع متماثل لأن 
 

 مثال 
محاسبين لهم نفس طبيعة العمل , وطبقاً لجداول المواصفات القياسية   حواسيخ مكفولة لـ   باعت إحدى شركات الحاسخ 

 سنوات دون عطل هو    للحواسيخ فإن احتمال أن حاسباً سيعمل 

 
 سنوات :  أوجد أنه بعد  

 تعمل دون عطل .كل الحواسيخ  -1

 ثلاثة حواسيخ على الأقل تعمل . -2

 حاسبان بالضبط يعملان . -3

  نرمز   الحل :
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 [   ]  (
 
 
) (
 

 
)
 

(
 

 
)
 

 
  

   
      

                                                    

  Poisson Distribution توزيع بواسون:   
هو توزيع يُستخدم لوصف عدد الأحداث التي تحدث في فترة زمنية معينة أو في مساحة معينة, عندما تكون هذه الأحداث 

 واحتمال الفشل كبير و يقترب من الواحد.نادرة نسبياً, أي احتمال نجاحها صغير جداً و يقترب من الرفر 
ح بشكل عام رلُ ي   و يستخدم هذا التوزيع بشكل شائع في مجالات متعددة مثل علم الحاسوب والاترالات و تحليل البيانات

 ةفتر مثلًا: عدد المكالمات الهاتفية خلال ة. معلوم ةٍ للأحداث النادرة الوقوع أو للمتغيرات التي تحدث في أزمنةٍ عشوائي
 وما شابه ةمحدد ةزمني ةفي مكان ما خلال فتر  ةفي صفحة كتاب ما,عدد السيارات المار  ة, عدد الأخطاء المطبعيةمحدد

 شروط التوزيع:
 ة.المحاولات مستقل   
 .خرى أ لىإ ةالاحتمال ثابت من محاول  

          : الممكنة هيقيم   

 تعريف 
λ بالوســيط  أنّــه يخضــع لتوزيــع بواســون  نقــول عــن المتغيــر العشــوائي المنفرــل  ذا فقــط كــان لــه جــدول التوزيــع إو      

 التالي:
              
                   

 
  حيث:

 [   ]  
  

  
                         (    ) 

 
عـــدد مـــرات وقـــوع الحـــدث  و مقـــدار موجـــخ و يمثـــل متوســـط عـــدد مـــرات وقـــوع الحـــدث لأي التوقـــع الرياضـــيا   

 واضح أنّ:ومن ال المفترض.
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∑  
 

    ∑
  

  

 

   

         

 .بالطبعوهذا متوقع 
 

 القيم المميزة لتوزيع بواسون:
 لورانا في النشر يكون:-حسخ لماك

  ( )   [ 
  ]  ∑   

 

   

  

  
    

                 ∑
(   ) 

  

 

   

       
  

       ( )   
 (    ) 

 نشتر التابع المولد للعزوم للحرول على العزوم الابتدائية حتى المرتبة الثالثة
(  ( ))

 
    (  ( 

   )) 
 

       

 

           (  ( ))
  
      

    

 

       ( )       
        ( )  √                      

            (  ( ))
   
      

        
 

 ومنه 

                       
       

 

 ومنه عامل التناظر 
           

  
  
 
 

√ 
   

 أي أن توزيع بواسون دوماً غير متناظر و منحاز نحو اليمين
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 مثال 
إذا كـــان مـــن المعلـــوم أن عـــدد الوحـــدات التـــي تســـتهلكها الأســـرة مـــن ســـلعة معينـــة خـــلال الشـــهر تتبـــع توزيـــع بواســـون 

بأنه عدد الوحدات التي تستهلكها الأسرة خـلال الشـهر مـن  وحدات شهريا, إذا عرف المتغير العشوائي  3بمتوسط 
 هذه السلعة. 

 المطلوب:
 ما هو نوع المتغير العشوائي؟  

 كتخ شكل دالة الاحتمال لهذا المتغير.ا  

 احسخ الاحتمالات التالية:  
 احتمال أن الأسرة تستهلك وحدتين خلال الشهر؟ 

 احتمال أن أسرة ما تستهلك وحدة واحد على الأقل خلال الشهر؟ 

  وحدات على الأكثر خلال الشهر؟  3احتمال أن أسرة ما تستهلك 

 لمعياري لعدد الوحدات المستهلكة.احسخ التوقع الرياضي, والانحراف ا  

 حدد شكل التوزيع.  
 

 :الحـل
, ومــــدى هــــذا المتغيــــر فــــي هــــذه الحالــــة  كمــــي منفرــــلمتغيــــر  عــــدد الوحــــدات التــــي تســــتهلكها الأســــرة   
           هو
 شكل دالة الاحتمال: 

 الاحتمال هي: , إذا دالة   بما أن متوسط عدد الوحدات التي تستهلكها الأسرة خلال الشهر هو: 

   
  

  
               

    
  

  
              

 
 حساب الاحتمالات:  

 حساب احتمال أن أسرة ما تستهلك وحدتين خلال الشهر∎

 [   ]  
  

  
    

 احتمال أن أسرة ما تستهلك  وحدة واحد على الأقل خلال الشهر هو:∎

a.  [   ]   [   ]   [   ]    

X

X
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    [   ]  
  

  
                    

 وحدات على الأكثر خلال الشهر هو: 3احتمال أن أسرة ما تستهلك ∎

 
 

 المعياري لعدد حالات الاستجابة:, والانحراف حساب التوقع الرياضي  

 التوقع الرياضي يساوي التباين في هذا التوزيع          
 أي أن:          

  =    

 ومن ثم يكون الانحراف المعياري هو:         

 
 تحديد شكل التوزيع  

 متناظر و منحاز نحو اليمينالغير بواسون موجخ الالتواءدائما توزيع 
 

 مثال 
يتبع توزيع  ن عدد الوحدات المعيبةوأ     ذا كانت نسبة الوحدات المعيبة في إنتاج نوع من اللمبات الكهربائية هي إ

 سحبنا عينة عشوائية من عشرة لمبات. المطلوب  بواسـون.
 إيجاد التوزيع الاحتمالي لهذا المتغير. ــ 
 احتمال الحرول على لمبة واحدة معيبة. ــ 
 احتمال الحرول على لمبة معيبة على الأكثر. ــ 

 : الحل
 أي      نسبة الوحدات المعيبة هي    

𝛌                 
 يتبع توزيع بواسون  دالة كثافة الاحتمال هي   و حيث أن 

 [   ]  
(   ) 
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 الحرول على لمبة واحدة معيبة مالاحت   

 [   ]  
(   ) 

  
               

 احتمال الحرول على لمبة معيبة على الأكثر.   
 [   ]   [   ]   [   ] 

                    
(   ) 

  
      

(   ) 

  
      

 
                         (     )         

 مثال
 ساعة مختارة عشوائياً هو  فيالساعة فيكون احتمال تلقى مكالمتين  فيمكالمات   5المتوسط  في الشرطةيتلقى قسم 

 
 

 مثال 
 مبة بنزين كل ساعة . ما هو احتمال ر عملاء للتزود بالبنزين عند ط  6المتوسط يتوقف  فيتشير الخبرة السابقة إلى أنه 

 ساعة ما ؟ فيعملاء أو أقل  3     ساعة ما ؟ فيعملاء  3توقف     
 لهذا التوزيع ؟ المعياري والانحراف  الحسابيالقيمة المتوقعة , أو الوسط  هيما     

 الحل:
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 معياري عملاء , وانحراف  هو  ناه يواسون , لتوزيع  الحسابيالقيمة المتوقعة , أو الوسط     
 

 مثال:
أخطاء   سطر من الشيفرة. احسخ احتمال وجود      أخطاء لكل   إذا كان متوسط عدد الأخطاء في برنامج معين هو 

    البرنامج واحسخ قيمة عامل التناظر, ماذا تستنتج؟. ثم أوجد التابع المولد للعزوم لعدد الأخطاء في سطر     في 
 الحل:

[   ]  نطبق  القانون      
  

  
      

 و منه
   [   ]  

  

  
                 

 التابع المولد للعزوم يعطى بالعلاقة 
      ( )   

 (    )     ( 
   ) 

 أما عامل التناظر فيعطى بالعلاقة 
  

 

√ 
 
 

√ 
   

 
 بواسون دوماً غير متناظر و منحاز نحو اليمينو توزيع 

 
 :ةملاحظ

المتعلـر بالتجربـة صـغير وكـان  Aواحتمـال وقـوع الحـدث      ذا كان عدد مرات التجربة فـي توزيـع ثنـائي الحـدين كبيـر إ
     , فإنه يمكن الانتقال من توزيع ثنائي الحدين إلى بواسون وذلك بوضع      

 أي: 
   (   )

             
→               ( ) 

 
 مثال 

 وأنــــــــــــــــــــــه أعطــــــــــــــــــــــي  ,     فــــــــــــــــــــــي اختبــــــــــــــــــــــار لفعاليــــــــــــــــــــــة دواء مــــــــــــــــــــــا, إذا فرضــــــــــــــــــــــنا أنــــــــــــــــــــــه ضــــــــــــــــــــــار باحتمــــــــــــــــــــــال 
 شخص من المتبرعين. والمطلوب: 2000لـ 

 ما احتمال أن يتضرر أكثر من شخرين نتيجة تلقيهما هذا الدواء؟

 الحل:

645.26λ 
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        حيث  حدث ضرر شخص بفرض: 
 الأشخاص المتضررين باللقابعدد        

 مرة, وبالتالي يكون المطلوب: شخص يعني أن التجربة تتكرر  2000إن إعطاء الدواء لـ
 

                  و           ولكن لدينا 
 أي يمكن الانتقال من توزيع ثنائي الحدين إلى توزيع بواسون 

 
   (   )

             
→               ( ) 

(          )    أي            
             
→               ( ) 

 
 [   ]     [   ] 
                     [   ]   [   ]   [   ] 

                    
  

  
    

  

  
    

  

  
    

 
                           

 
 Geometrical Distributionالتوزيع الهندسي:    

[ ]  حدث مرتبط بها, بحيث:   تجربة عشوائية,   بفرض      [ ̅]    

ر التجربة لعدد للمـرة   لأول مـرة   أي نوقـف التجربـة عنـدما يقـع الحـدث    مـن المـرات حتـى يقـع الحـدث في هذا التوزيع تُكرَّ
 الأولى

 شروط التوزيع:
 التجارب مستقلة.

 كلاهما ثابت.    
                تكون من الشكل:   قيم لأول مرة فإنّ  تكرار التجربة حتى وقوع الحدث  لعدد مرات  إذا رمزنا بــ 

 مرة  (   ), فهذا يعني أنّه لم يقع خلال    قد وقع لأول مرة في التجربة رقم  فإذا فرضنا أنّ 
[   ] بشكل عام:            ⏟          

(   ) مرة
 وهي الرورة العامة للتوزيع.         
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 من الشكل:   ويكون جدول توزيع
              

                      

 
∑: واضــح أنّ  مجموعهــا يســاوي الحــد الأول مقســوما  وبالتــالي       وأساســها   تشــكل متتاليــة هندســية حــدّها الأول    

 :على الواحد مطروحاً منه الأساس

 
   يخضع لتوزيع هندسي بالوسيط  ( )   يرمز للتوزيع الهندسي بالرمز: 

 
 القيم المميزة للتوزيع الهندسي:

 [ ]  ∑     ∑      
 

   

 

   

  ∑(  )
 

 

   

 

∑وبما أنَّ     
 يكون:   وأساسها   سلسلة هندسية حدّها الأول     

 [ ]   (
 

   
)
 

  
 

(   ) 
 
 

  
 
 

 
 

  ( )   [ 
  ]  ∑         

 

   

        ( )  
 

 
∑      

 

 
∑(   ) 
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 ( ) 

 

  
 ( )  

   

(     ) 
 

     
 ( )  
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 σ[ ]  
√ 

 
 

 غير متناظر ومنحاز نحو اليمين دوماً     في التوزيع الهندسي دوماً عامل التناظر موجخ  
 

 مثال 
كرات خضراء. نسحخ كرة من الرندوق مع إعادة ونعيد السحخ حتى تظهر كرة خضراء  6كرات حمراء و10 صندوق يحوي 

 لأول مرة. والمطلوب:
 المعبّر عن هذه التجربة. ادرس المتحول العشوائي 

 مرات؟ 6ما احتمال أن تُكرر التجربة 
 الحل

[ ] حدث سحخ كرة خضراء, حيث:      
 

  
   

  

  
 

 عدد مرات تكرار التجربة حتى ظهور الحدث المفترض 
)   ومن الواضح أن: 

 

  
 وبالتالي يكون:  (

 
     حيث 

 [ ]  ومن ثم  (     )يمكن الاشتقاق مرتين لحساب  ومنه ( )( )
 أو يمكن أن نكتخ مباشرةً:

    [ ]  
 

 
 
  

 
 

  [ ]  
 

  
 

  
 

(
 
  )

  
   

  
 

  منه:و 

      

     
[   ]   حيث:        
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 مثال
. مـا متوسـط و تشـتت عـدد محـاولات الارسـال المطلوبـة حتـى       في نظام اترال , احتمال وصول رسالة بنجـاب هـو 

 يتم استلام الرسالة بنجاب؟
  الحل

             
 [ ]  

 

 
 
 

   
      

   
 

  
 

   

(   ) 
      

 
 


