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 التوزيعات الاحتمالية المستمرة
 

  Exponential Distribution  التوزيع الأسي

أو الفواصل الزمنية بين  هو توزيع احتمالي مستمر يستخدم كثيرا في علم الحاسوب، خاصة في نمذجة أوقات الانتظار
 الأحداث

 
 تعريف دالة الكثافة الاحتمالية

 أسي اذا كان تابع كثافته من الشكل  يخضع لتوزيع    نقول أن المتحول العشوائي 

( )    ثابت موجب ومقدار                                          
 و له الشكل البياني التالي

 ليامتحلاا ةفاثكلا عبتا

 
 واضح أن :

a)  ( )             

b)  و يحقق∫  ( )    
 

  
 

∫   للتحقق من ذلك                  
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 ( )     تابع التوزيع
 له الشكل البياني التالي

 يمكا ت لا عيز و تلا عبتا

 
 ( )         ∫  ( )     ∫               

 

 

 

 

 

  ( )         
 القيم المميزة للتوزيع الأسي

     [  ]  ∫    ( )   
 

 
 ∫         

 

 
 

 تكامل نجد أن بإيجاد ال

   
  

  
 

          

             
 

 
 

                 
 

    

          
       

  
 

  
   

  
 

  
 

                 
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  ⁄

 
  ⁄

         

 التوزيع الأسي دوما غير متناظر و منحاز نحو اليمين
 

  ( )     التابع المولد للعزوم: 

  ( )         ∫     ( )  
 

 

 

                                        ∫            ∫    (   )   
 

 

 

 
 

   ( )  
 

   
 

 و منه يمكن الحصول على العزوم )الابتدائية و المركزية( السابقة باستخدام          

          ( ) 
 |

   
       

 مثال 
 خدمة العميل في البنك تتبع توزيع أسي بمتوسط دقيقتين أوجد: اذا كانت الفتة الزمنية لانهاء

 لة الزمنية لانهاء خدمة العميدالة كثافة الاحتمال المعبرة عن الفت  - 

 ما احتمال انهاء خدمة العميل في أقل من دقيقة.  - 

  الحل
1) 

  
 

 
     

 

 
    لدينا       

   ( )               
 ( )                 
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2)         ( )         ( )

        
 

  

 مثال 
 متوسط عمر جهاز كمبيوتر يتبع لتوزيع أسي بمتوسط أربع سنوات 

 ما احتمال أن يعمل الجهاز أكثرمن ست سنوات - 

 أوجد الانحراف المعياري و التابع المولد للعزوم  - 
 الحل:

 
 ⁄      

 

 

  تابع الكثافة
→      ( )  

 

 
   

 
 
        

 )                    ( )    (    
 
 
( )

) 

        
  

 ⁄

             
       اذا الاحتمال حوالي

2)   
  

 

   
 

(
 

 
)
         

         ( )  
 

   
 

 
 ⁄

 
 ⁄   

 
 

 مثال 
 متحول عشوائي مستمر تابع كثافته

 ( )  
 

   
              

 المطلوب :

 تابع كثافة.( )  ليكون    أوجد قيمة  - 
 أوجد تابع التوزيع و التابع المولد للعزوم. - 
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 مل التناظرأوجد العزوم الابتدائية والعزوم المركزية الأربعة الأولى. وأوجدعا - 
 و تشتته؟  أوجد توقع          اذا كان    -4
  الحل:  

 تابع كثافة للتوزيع الأسي من الشكل                                       ( )  نلاحظ أن  
        ( ) ( )    و لدينا                     

    نستنتج أن              
 التوزيع و التابع المولد للعزوم يعطيان بالشكلتابع     

F( )                
  ( )  

 

   
 

 

   
 

 في التوزيع الأسي تعطى بالعلاقة  العزوم الابتدائية من المرتبة    

   
  

  
 

 و منها نحصل على العزوم الابتدائية الأربعة الأولى

        
 

 
    

 

  
    

  

  
 

 

  
 

 

   
 

 أما العزوم المركزية الأربعة الأولى فهي

                                           
  

 

  
 

 أما العزم المركزي الرابع وهوالعزم المركزي من المرتبة الثالثة فيعطى بالعلاقة

               
  

 

   
  (

 

 
) (

 

  
)   (

 

 
)  

    
 

   
 

 

( ) 
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 غير متناظر و منحاز نحو اليمين دوما.
                                                                               لدينا     

               (
 

 
)                           

  
  ( )   

  ( ) (
 

  
)                              

       
 
 

  Normal Distributionالتوزيع الطبيعي

و من أهم التوزيعات المستمرة، و ذلك لأن كثير من الظواهر  الإحصاءلطبيعي من الأعمدة الأساسية في يعتبر التوزيع ا
ة التي لا تخضع لهذا التوزيع يمكن أن يقرب توزيعها بالتوزيع . كما أن كثير من الظواهر الطبيعيلهذا التوزيع الطبيعية تخضع

 الطبيعي.
 و انحراف معياري     بمتوسط  ع لتوزيع طبيعييخض  Xنقول أن المتحول العشوائي   تعريف

 
اذا كان تابع    

 كثافته يعطى بالشكل:

 ( )  
 

 √  
  

 
 
(
   

 
)                 

و بيانه يأخذ      يخضع لتووزيع طبيعي بالوسيطين     Xو تعني أن المتحول    (   )   اختصارا نكتب  
      متماثل حول كل جرس ش

 ةيلامتحلاا ةفاثكلا عبتا
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     (    )أي        أي دوما   دوما بالنسبة لتوقعه )المتوسط( ، متناظرو هو  -
 تابع توزيعه يعطى بالعلاقة: -

 ( )         ∫
 

 √  
  

 
 
(
   

 
)                        

 

  

 

 
  نيايبلا هلكشو 

 يمكا ت لا عيز و تلا عبتا

 
 ةعطى بالعلاقتابع المولد للعزوم يال 

  ( )         
 

 √  
∫       

 
 
(
   

 
)      

 

  

 

 
   نفرض أن:   

 
          

   ( )  
 

√  
∫   (    )  

  

   
 

  

 

                   
 

√  
   ∫      

  

   
 

  

 

                   
 

√  
   ∫   

 
 
 (    )              

 

  

 

                   
 

√  
    

  

 
  

∫   
 
 
(    )   
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 و بالتالي   √كامل تساوي     فان قيمة الت         اذا فرضنا  

  ( )      
  

 
   

 كل متحول له التابع المولد للعزوم هذا، نقول أنه يخضع للتوزيع الطبيعي.
 حالة خاصة

 و يكون   ( )  و لتابع توزيعه بالرمز ( )𝜑فاننا نرمز لتابع كثافته بالرمز   (   )   اذا كان 

𝜑( )  
 

√  
   

  

                               

 ( )          ( )  
 

√  
∫    

  

    
 

  

 

 ،علما أن  ( ) و هناك جداول خاصة يمكن منها حساب 
 (  )     ( ) 

  يخضع لتوزيع طبيعي معياري   نقول أن   (   )     -

 (    ) اد مثلا لايج 
ثم ننتقل أفقيا   3.1حتى نحصل للسطر     ننظر في جدول القيم الموجبة للتوزيع الطبيعي المعياري في العمود تحت الرمز 

 فتكون هي النتيجة المطلوبة 0.08حتى نصل للقيمة التي تقع في العمود تحت 
 (    )         
         ( )              
                                     
                     
                           ( )               

  ملاحظة :
       و كان  (   )   ذا كان  إ

 
 يخضع لتوزيع طبيعي    ن المتحول العشوائي المستمر   فإ
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   (     | | ) 
  ملاحظة :

  (   )      حيث   ( )  العلاقة بين تابع التوزيع

 (   )   حيث        ( )  وبين تابع التوزيع       

   (   )   ( )  
 

 √  
∫   

 
  (

   
 

)   
 

  

 

 من أجل
   

 
                  

 ( )  
 

 √  
∫   

 
   

 
    

 

√  
 ∫   

 
   

 
    (

   

 
)

   
 

  

 

  

 

 

  ( )   (
   

 
)   ( )       

   

 
 

  
فاننا نقوم بتحويله الى توزيع طبيعي معياري    ( )   تابع توزيعه عندما نخضع في أي مسألة لتابع توزيع طبيعي∎

 وفق العلاقة    ( )  تابع توزيعه

 ( )   (
   

 
)   ( ) 

 أي عندما يكون:

   (   )    
   

 
      (   ) 

 ( )    ( )                     
 

 ملاحظة :
 متحولات عشوائية مستقلة             اذا كانت  
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      حيث (     )       و كان  
∑  و كان       

 
 فان     

   (∑  

 

 √∑  
 

 

) 

 مثال
 (    )     ،         (    )    ،          (   )    ليكن     

 متحولات عشوائية مستقلة
             وليكن  

 P[X>0]و احسب   و المطلوب: عين تابع كثافة   

  الحل:
 بالشكل                      نكتب     

         
 و ذلك بفرض

                     
                   (  )     

                             
  ( )    

             

      (    )                
 

                        (  )             
           

  (  )    

         

      (   )                
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    (∑  

 

 √∑  
 

 

)

∑  

 

        

√∑  
 

 

 √       

}
 
 
 
 

 
 
 
 

                              (   ) 

 يكون بالشكل  ع كثافة المتحول و منه تاب

 ( )  
 

 √  
  

 

  
(
   

 
)
 

                     
 

                   ( )     (
   

 
) 

              ( 
 

 
) 

                   (
 

 
)         

                                           
 مثال 
 متحول عشوائي تابع كثافته   ليكن

 ( )  
 

 √  
  

 
  

(
 
 
)
 

   

 ؟     و المطلوب أوجد             وليكن 
 الحل

 يخضع لتوزيع طبيعي أي  من المعطيات نلاحظ أن تابع الكثافة المعطى هو لمتحول
    (   )     (   )                                            
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 ومنه
                     

  لدينا
        (    )                                         

                       
                أي أنه دوما متناظر                    (   )         

                 
                               

 
                  

           

             

}
      بالتعويض

⇒                 ( )(  )   ( ) 

                 
                             نحصل علىف      نعوض في 

 
  مثال

و انحراف      لنفرض أن مستوى هيموغلوبين الدم في أحد المجتمعات البشرية يتوزع وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط  
    

 وذا اختنا أحد الأشخاص بشكل عشوائي فما هإ
    هيموغلوبين الدم أكبر من  احتمال أن يكون مستوى    
    ما هي نسبة الأشخاص الذين يتاوح مستوى هيموغلوبين الدم لديهم من أكبر من    
   لى إ    ما هي نسبة الأشخاص الذين يتاوح مستوى هيموغلوبين الدم لديهم من     

 
  الحل

 : مستوى هيموغلوبين الدمXليكن 
                                                                        المعطيات:      

   (   )     (      ) 
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1.                      (  ) 

    (
     

   
) 

                    (     )   (    ) 
                                                          

 يه نسبة الأشخاص الذين مستوى هيموغلوبين الدم لديهم أكبر من      
                           

   
                        (  )   (  ) 

           (
     

   
)   (

     

   
) 

    (    )   (     )       
       (    )  (   (    )) 

                                                     
        هي    لى إ  هيموغلوبين الدم لديهم أكبر من  و عليه نسبة الأشخاص الذين يتاوح مستوى

     مثال
مللي ثانية، ما    و انحراف معياري  مللي ثانية    زمن استجابة خادم في شبكة يتبع توزيعا طبيعيا بمتوسط  

 مللي ثانية؟     احتمال أن يكون زمن الاستجابة أقل من 
 الحل

        =F (230)  

                         (
       

  
)   (   )         

                                                        إذا نسبة الاحتمال حوالي
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