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(  المجهدة)ملخص العناصر المحورية والمحملة 
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General Case:

End Loaded uniform bar:
(هاداتتمهيد للحالة العامة للإج)الإجهادات على المقطع المائل 
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𝐴∗ = 𝐴/ cos 𝜑

→:  𝜎𝐴∗ cos 𝜑 + 𝜏𝐴∗ sin 𝜑 − 𝐹 = 0 
↑:  𝜎𝐴∗ sin 𝜑 − 𝜏𝐴∗ cos 𝜑 = 0

𝜎 + 𝜏 tan 𝜑 = 𝐹
𝐴  

𝜎 tan 𝜑 − 𝜏 = 0


Solving gives: 𝜎 = 1
1+tan2 𝜑

𝐹
𝐴

𝜏 = tan 𝜑
1+tan2 𝜑

𝐹
𝐴

1

1 + tan2 𝜑
 = cos2 𝜑 = 1

2
1 + cos 2𝜑 ,

tan 𝜑

1 + tan2 𝜑
= sin 𝜑 cos 𝜑 = 1

2
sin 2𝜑

Making 𝜎0 = 𝐹/𝐴 (normal stress in a normal section), and using:

𝜎 = 𝜎0
2

1 + cos 2𝜑 , 𝜏 = 𝜎0
2

sin 2𝜑
، يمكننا حساب𝜎0فإذا اعتبرنا . يتغير الإجهاد مع اتجاه القطع

ً
 ، 𝜎 & 𝜏معلوما

ً
أيا

𝜑القيمة العظمى للإجهاد الناظمي توافق . 𝜑كانت زاوية ميل القطع  = :  ، وتكون 0

𝜎𝑚𝑎𝑥 = 𝜎0 وتصحبها قيمة معدومة ،𝜏 = والقيمة العظمى للإجهاد المماس ي . 0

𝜑توافق ( القص) =
𝜋

4
𝜏max، ويكون عندها  =  𝜎0/2 و ،𝜎 =  𝜎0/2.

ادالمستويات الموازية للمحور خالية من الإجه



4/15/2026 https://manara.edu.sy/ 3

2.1 Stress Vector and Stress Tensor 

To determine stresses also in other structures we 
must generalize the concept of stress. 

So far, stresses have been calculated only in bars.

Consider a body loaded by single forces 𝐹𝑖 & area forces 𝑝 (Fig.a). 

The external load generates internal forces. 
In an imaginary cut s-s  through the body the internal area 
forces (stresses) are distributed over the entire area A. 

In the bar these stresses are constant over the cross section they now generally vary throughout the section.

Then the stress must be defined at the arbitrary point P of the cross section (Fig.b). The area element Δ𝐴 
containing P  is subjected to the resultant internal force Δ Ԧ𝐹 (note: according to the law of action and reaction the 

same force acts in the opposite cross section with opposite direction). 

The average stress in the area element is defined as the ratio Δ Ԧ𝐹/Δ𝐴 (force per area). 

Ԧ𝑡 = lim
∆𝐴→0

∆ Ԧ𝐹

∆𝐴 shear stress 
Stress vector at point P of the section s-s is defined by: , decomposed into 

normal stress σ 

العناصرفيدراستهاتعميموعلينا.فقطالقضبانفيالإجهاددرسنا
 نأخدلذلك.الأخرى 

ً
.aلالشكفيكماومحملالأبعادثلاثيجسما

.bالشكلفيكما،𝑛بالناظممحددافتراض يمستوي مقطعفيوننظر

إجهاد ناظمي

(قص)إجهاد مماسي 
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In general, the stress vector Ԧ𝒕 depends on the location of point P in the section area A.
The stresses also depend on the orientation of the section which is defined normal vector 𝑛 .
It can be shown that the stress state at point P  is uniquely determined by three stress vectors 
for three sections through P, perpendicular to each other. 

Useful to choose the directions of a Cartesian coordinate system for the respective orientations. 

The three sections can most easily be visualized if we imagine them to be the surfaces 
of a volume element with edge lengths 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 and 𝑑𝑧 at point P (Fig.c). 

A stress vector acts on each of its 6 surfaces. It can be decomposed into its components 
perpendicular to the section ( normal stress) and tangential to the section ( shear stress). 

The shear stress subsequently can be further decomposed into its components according 
to the coordinate directions. 

For example, 𝜏𝑦𝑥 is a shear stress acting in a section whose normal points in y -direction; the stress itself points in x-direction. 

c
To characterize the components double subscripts are used: the first subscript indicates 
the orientation of the section by the direction of its normal vector whereas the second 

subscript indicates the direction of the stress component. 

The notation can be simplified for the normal stresses 𝜎𝑥𝑥 = 𝜎𝑥, 𝜎𝑦𝑦 = 𝜎𝑦 ,  𝜎𝑧𝑧 = 𝜎𝑧
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dc

Using the introduced notation, the stress vectors in the sections with the normal vectors pointing in 𝑥, 𝑦 , 𝑧 direction, 
can be written as: Ԧ𝑡𝑥 = 𝜎𝑥Ԧ𝑖 + 𝜏𝑥𝑦 Ԧ𝑗 + 𝜏𝑥𝑧𝑘 Ԧ𝑡𝑦 = 𝜏𝑦𝑥Ԧ𝑖 + 𝜎𝑦 Ԧ𝑗 + 𝜏𝑦𝑧𝑘 Ԧ𝑡𝑧 = 𝜏𝑧𝑥Ԧ𝑖 + 𝜏𝑧𝑦 Ԧ𝑗 + 𝜎𝑧𝑘

Positive stresses at a positive face point 
in positive directions of the coordinates. 

Positive stresses at a negative face point 
in negative directions of the coordinates. 

Accordingly, positive (negative) normal 
stresses cause tension (compression) in the 
volume element. 

By means of the decomposition of the three stress vectors into their components we have obtained three normal stresses 

(𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧) and six shear stresses (𝜏𝑥𝑦, 𝜏𝑥𝑧, 𝜏𝑦𝑥, 𝜏𝑦𝑧, 𝜏𝑧𝑥, 𝜏𝑧𝑦). So nine stress components.

But shear stresses are not independent. This can be shown by formulating the equilibrium condition for the moments about 
an axis parallel to the x-axis through the center of the volume element (Fig.d). 

𝑀
↶: 2

𝑑𝑦

2
𝜏𝑦𝑧𝑑𝑥𝑑𝑧 − 2

𝑑𝑧

2
𝜏𝑧𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 ⇒ 𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑧𝑦 similarly 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 and 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑧𝑥

Shear stresses with the same subscripts in two orthogonal sections are equal. complementary shear stresses 
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As a final result of: There exist only six independent stress components at any point of the three dimensional body.

𝝈 =

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑦𝑥 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑧𝑥 𝜏𝑧𝑦 𝜎𝑧

=

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧

The components of the three stress vectors can be arranged in a matrix: 

The main diagonal contains the normal stresses; the other elements are the symmetric  shear stresses.
The quantity σ is called stress tensor (the concept tensor will be explained). The elements of 𝝈 are the components of the 
stress tensor. The stress state at a material point is uniquely defined by the stress vectors for three sections, orthogonal to 
each other, and consequently by the stress tensor. 

.(الإحداثياتلجملةموافقةعادة)مستوياتثلاثةعلىالإجهادأشعةبمعرفةخارجية،لقوى معرضجسممننقطةفيالإجهادحالةتتحدد
فيالإجهادحالةأنبالقول يمكنناالمماسية،الإجهادمركباتتناظرعلىوبالاعتماد.مماسيتانواثنتانناظميةواحدة:مركباتثلاثالأشعةهذهمنلكل
 :(قص)مماس يإجهادمركباتوثلاث،𝜎𝑥,𝜎𝑦 & 𝜎𝑧:ناظميإجهادمركباتثلاثالديكارتيةالإحداثياتفي)إجهادمركباتستبمعرفةتحددالنقطةهذه

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥,𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑧𝑥 & 𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑧𝑦.تياريةالاخالإحداثياتعنالمستقلةوحالتهالإجهادموترةعنتعبرالإحداثياتجملةفيالستالمركبات.

أي تحديد : اط الجسمأما تحديد حالة الإجهاد في الجسم لتقييم قدرته على تحمل القوى الخارجية بآمان، فيتطلب تعيين هذه المركبات الست في كافة نق
.  تغيراتها  من نقطة إلى أخرى باعتبارها ستة توابع لثلاثة متحولات هي احداثيات نقطة من نقاط الجسم

الإنعطافحالةفيرأيناو.وحيدلمتحول تابعةواحدةإجهادمركبة:للقضبانالعامةالحالةفيرأيناوقد.الرياضيةالمسألةهذهلتبسيطالموادميكانيكيسعى
 متغيرةواحدةبمركبةيحددالإجهادأنالصافي

ً
سوفوالآن.بتتينثاناظميإجهادمركبتيالجدران،رقيقةالضغطأوعيةحالةفيوسنرى .المقطعفيخطيا

.الواحدةقطةالنفيالمقطعاتجاهمعومتغيرةأخرى إلىنقطةمنمتغيرةوهيمماس ي،إجهادومركبةناظميإجهادمركبتي:المستويةالإجهادحالةندرس

c
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2.2 Plane Stress 
تمتاز هذه العناصر بشكلها المستوي فيحدها سطحان حران من  .المحملة في مستويها فقطسنحصر اهتمامنا بحالة الإجهاد في العناصر الإنشائية المستوية 

 )الحمولات، متوازيان 
ً
 )وشريط جانبي ضيق يعطيها سماكة ثابتة ( أو متوازيان تقريبا

ً
 مقابل أبعاد الس(أو متغيرة قليلا

ً
. حطين الآخرينصغيرة جدا

𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 𝜎𝑧 = 0 . 

𝝈 =
𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦

الإجهاد المستوي 2.2

𝑥𝑦مستويهايتوسط،𝑥,𝑦 & 𝑧إحداثياتجملةإلى،𝑡السماكةذياللوحننسب،eالشكلعلى

ىيُدع.المتوسطالمستوي معلتعامدهبالناظمفيُدعى𝑧المحور أما.المتوسطالمستوي ويُسمىالسماكات

𝑧المستويان = ±
𝑡

2
 )والسالبالموجببالوجهين،

ً
أنبما.(...والخلفيالأماميأووالسفليالعلوي وأحيانا

:أنأيإجهادأيمنلهماالموازيةالمستوياتوكافةخلوهماسنفرضمحملين،غيروالسالبالموجبالوجهين

 بالألواح أو الشرائح أو الجدران الحاملة
ً
عرف هذه العناصر أحيانا

ُ
الناظمي  في العناصر تشكل دراستها حالة وسطية بين حالة الأجسام ثلاثية الأبعاد وبين حالة الإجهاد. ت

 . المحورية
ً
.وتمتلك دراستها معظم تفاصيل وجوانب الحالة ثلاثية الأبعاد وتبقى أبسط منها بكثير لذلك تفضل معظم المقررات التطرق إليها أولا

 لصغر السماكة مقابل الأبعاد الأخرى، تبقى 
ً
 𝜎𝑥ونظرا

, 𝜎𝑦 & 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥  أي مركبات الإجهاد الثلاث الأخرى
.غير المعدومة، ثابتة على كافة نقاط أي من سماكاته

دعى هذه الحالة للإجهاد بالحالة المستوية
ُ
3وفي المصفوفة  ت × التي تمثل الحالة العامة للإجهاد ينعدم السطر 3

2والعمود الأخيران، لتصبح مصفوفة حالة الإجهاد المستوية  × :  ولتكتب بالشكل2

 تتغير مركبات الإجهاد المستوية من نقطة إلى أخرى، فهي توابع للمتحولين 
ً
(.غطأوعية الض)وفي الحالة الخاصة التي تكون فيها ثابتة ندعو حالة الإجهاد بالمتجانسة . 𝑥 & 𝑦عموما

e

𝑧

𝜎𝑥

𝜏𝑥𝑦
𝜎𝑥

𝜏𝑥𝑦
𝜎𝑦

𝜎𝑦
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2.2.1 Coordinate Transformation 1.2.2 .تحويل الإحداثيات
 رأينا

ً
 وسنرى الضغطأوعيةفيالإجهادمركباتتحديديمكنكيفسابقا

ً
.𝑥 & 𝑦للمتحولينبعكتواالمستويةالإجهادمركباتتحديديمكنكيفلاحقا

 فلنفرضالآنأما
ً
.fالشكلمناليمينعلىمبينهوكمااللوح،مننقطةفي،𝑥 & 𝑦الإحداثياتمستوياتعلىمؤثرةالإجهادمركباتلدينامعلوما

f
𝜎𝑥

𝜏𝑥𝑦
𝜎𝑥

𝜏𝑥𝑦
𝜎𝑦

𝜎𝑦 في جوار النقطة المدروسة ويميل ناظمه عن المحور 
ً
، 𝜑، بزاوية    𝑥للإجابة عن هذا السؤال نأخذ مقطعا

.fكما هو مبين بمقياس مكبر على يسار الشكل 

 )، قطعة 𝑥 & 𝑦يحدد هذا المقطع مع المقطعين 
ً
 تفاضليا

ً
الزاوية من اللوح على شكل مثلث قائم( عنصرا

.تؤثرعلى كل من أضلاعه مركبة إجهاد ناظمي ومركبة إجهاد مماس ي

+الناتج عنه بدوران زاويته 𝜂، الذي يشكل مع المحور 𝜉لنسمي المحور الناظم على المقطع الجديد Τ𝜋 2 ،
.𝑥𝑦عن الإحداثيات القديمة ( موجبة عكس عقارب الساعة)𝜑تدور بالزاوية 𝜉𝜂جملة إحداثيات جديدة 

 على الوجه 
ً
 𝑥وعلى الوجه السالب . 𝜏𝜉𝜂، والمركبة المماسية 𝜎𝜉الموجب، المركبة الناظمية 𝜉على الشكل بينا مركبتي إجهاد موجبتين اصطلاحا

ً
، المركبتين الموجبتين اصطلاحا

𝜎𝑥 & 𝜏𝑥𝑦 وعلى الوجه السالب ،𝑦 
ً
. 𝜎𝑥 & 𝜏𝑦𝑥، المركبتين الموجبتين اصطلاحا

𝑑𝐴من الشكل نرى أنه إذا كانت مساحة المقطع المائل  = 𝑡𝑑𝜂 فإن مساحة المقطع ،𝑥 السالب هي𝑑𝐴 cos 𝜑 ومساحة المقطع ،𝑦 السالب هي𝑑𝐴 sin 𝜑   .

:، كما يلي𝜉 & 𝜂الآن صار بامكاننا كتابة معادلتي التوازن للعنصر المثلثي الموصوف أعلاه، باسقاط القوى المؤثرة فيه، على المحورين 

: 𝜎𝜉𝑑𝐴 − 𝜎𝑥𝑑𝐴 cos 𝜑 cos 𝜑 − 𝜏𝑥𝑦𝑑𝐴 cos 𝜑 sin 𝜑 − 𝜎𝑦𝑑𝐴 sin 𝜑 sin 𝜑 − 𝜏𝑦𝑥𝑑𝐴 sin 𝜑 cos 𝜑 = 0

: 𝜏𝜉𝜂𝑑𝐴 + 𝜎𝑥𝑑𝐴 cos 𝜑 sin 𝜑 − 𝜏𝑥𝑦𝑑𝐴 cos 𝜑 cos 𝜑 − 𝜎𝑦𝑑𝐴 sin 𝜑 cos 𝜑 + 𝜏𝑦𝑥𝑑𝐴 sin 𝜑 sin 𝜑 = 0

.، إلى الشريحة التاليةfللمتابعة ننقل هاتين المعادلتين مع الشكل  

المختارة؟الإحداثياتىعلمائلةمستوياتفيمؤثرةنفسهاالنقطةفيالمركباتهذههيما:التاليالهامالسؤالعلىبالإجابةولنهتم
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f
𝜎𝑥

𝜏𝑥𝑦
𝜎𝑥

𝜏𝑥𝑦
𝜎𝑦

𝜎𝑦

2.2.1 Coordinate Transformation 1.2.2 .تحويل الإحداثيات
: 𝜎𝜉𝑑𝐴 − 𝜎𝑥𝑑𝐴 cos 𝜑 cos 𝜑 − 𝜏𝑥𝑦𝑑𝐴 cos 𝜑 sin 𝜑 − 𝜎𝑦𝑑𝐴 sin 𝜑 sin 𝜑 − 𝜏𝑦𝑥𝑑𝐴 sin 𝜑 cos 𝜑 = 0

: 𝜏𝜉𝜂𝑑𝐴 + 𝜎𝑥𝑑𝐴 cos 𝜑 sin 𝜑 − 𝜏𝑥𝑦𝑑𝐴 cos 𝜑 cos 𝜑 − 𝜎𝑦𝑑𝐴 sin 𝜑 cos 𝜑 + 𝜏𝑦𝑥𝑑𝐴 sin 𝜑 sin 𝜑 = 0

𝜎𝜉 = 𝜎𝑥 cos 2𝜑 + 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 2𝜏𝑥𝑦 sin 𝜑 cos 𝜑

𝜏𝜉𝜂 = −(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦) sin 𝜑 cos 𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 (cos2 𝜑 − sin2 𝜑)

𝜏𝑦𝑥وبما أن  = 𝜏𝑥𝑦 
لوالتجميع نحصل على مركبتي الإجهاد على المقطع المائ 𝑑𝐴وبالتقسيم على 

𝜎𝜂د الناظمي كي نتمم عملية تغيير مركبات الإجهاد مع تحويل الإحداثيات، علينا أن نحدد مركبة الإجها

𝜑إن هذا المقطع يميل عن المحور ، بزاوية قدرها . 𝜂المؤثرة على المقطع الموجب  + Τ𝜋 2 .

𝜑، إلى 𝜑، من 𝜎𝜉ونحصل على المطلوب بتغيير الزاوية في علاقة  + Τ𝜋 cos: ومع تذكر أن . 2 𝜑 + Τ𝜋 2 = − sin 𝜑وأن ، :sin 𝜑 + Τ𝜋 2 = cos 𝜑نجد ،:

𝜎𝜂 = 𝜎𝑥 sin 2𝜑 + 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 2𝜏𝑥𝑦 cos 𝜑 sin 𝜑
جيب هذه العلاقات الثلاث على السؤال الذي طرحناه بداية حول معرفة مركبات الإجهاد في مقاطع مائلة على جملة إحداثيات عُرفت فيها م

ُ
 بركت

ً
.ات الإجهاد مسبقا

𝜎𝑥𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜎𝑦 𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦
𝑥

𝜑
𝜉

𝝈 =
𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦
𝝈 =

𝜎𝜉 𝜏𝜉𝜂

𝜏𝜉𝜂 𝜎𝜂

:اليعلى النحو التمصفوفة التحويل ومنقولها وتكتب مصفوفياً بدلالة . 𝜉 𝜂إلى جملة الإحداثيات 𝑥 𝑦تحول هذه العلاقات مركبات الإجهاد من جملة الإحداثيات 

𝜎𝜉 𝜏𝜉𝜂

𝜏𝜉𝜂 𝜎𝜂
=

cos 𝜑 sin 𝜑
− sin 𝜑 cos 𝜑

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦

cos 𝜑 −sin 𝜑
sin 𝜑 cos 𝜑
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𝜎𝜉 + 𝜎𝜂 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

شكل أية أربع مركبات في الفضاء ثنائي البعد 
ُ
حداثيات إلى أخرى وفق وتتحول من جملة إ( تسع مركبات في الفضاء ثلاثي البعد)ت

 يُعرف 
ً
 رياضيا

ً
ها رغم تحولها من جملة وكما هو الحال في مركبات شعاع ما فإن. بالموترة من المرتبة الثانيةالعلاقات السابقة كائنا

وهو بلا إحداثيات إلى أخرى، تحافظ على خصائص الشعاع المستقلة عن الإحداثيات، ويعد طول الشعاع أهم هذه الخصائص
.شك مستقل عن جملة الإحداثيات

:ا كما يليفإذا عدنا إلى العلاقات الثلاث السابقة وكتبناه

𝜎𝜉 = 𝜎𝑥 cos 2𝜑 + 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 2𝜏𝑥𝑦 sin 𝜑 cos 𝜑

𝜏𝜉𝜂 = −(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦) sin 𝜑 cos 𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 (cos2 𝜑 − sin2 𝜑)

𝜎𝜂 = 𝜎𝑥 sin 2𝜑 + 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 2𝜏𝑥𝑦 cos 𝜑 sin 𝜑

:يعطينا نجد بسهولة أن جمع العلاقتين الأولى والثانية
.اثياتأي أن مجموع مركبتي الإجهاد الناظميتين صامد لا يتغير مع تحويل الإحد

:ي أنوبسهولة أقل، إن لم يكن ببعض الصعوبة، نجد أن محدد مصفوفتي الإجهاد في جملتي الإحداثيات ثابت لا يتغيير، أ

𝜎𝜉𝜎𝜂 − 𝜏𝜉𝜂
2 = 𝜎𝑥𝜎𝑦 − 𝜏𝑥𝑦

2

ة على كتابتها للاستفادة من علاقات تحويل مركبات الإجهاد الثلاث السابقة، دون استخدام خصائص الموترات أو المصفوفات، جرت العاد

:، مستفيدين من العلاقات المثلثية التالية𝜑بدلالة ضعف الزاوية 

cos 2𝜑 − sin 2𝜑 = cos 2𝜑,     cos 2𝜑 =
1

2
(1 + cos 2𝜑),     sin 2𝜑 =

1

2
(1 − cos 2𝜑) ,      2sin 𝜑 cos 𝜑 = sin 2𝜙  

:لتاليوعدئذٍ تأخذ علاقات تحويل مركبات الإجهاد من جملة إحداثيات إلى أخرى الشكل ا

𝜎𝜉 𝜏𝜉𝜂

𝜏𝜉𝜂 𝜎𝜂
=

cos 𝜑 sin 𝜑
− sin 𝜑 cos 𝜑

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦

cos 𝜑 −sin 𝜑
sin 𝜑 cos 𝜑
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𝜎𝜉 = 1
2 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 + 1

2 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

𝜎𝜂 = 1
2

𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 − 1
2

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

 𝜏𝜉𝜂=  −1
2

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 . 

 من مجموعات المركبات في الإحداثيات 
ً
 على أن علاقات تحويل مركبات الإجهاد تبين أن أيا

ً
، أو في غيرها 𝜉 𝜂أو في الإحداثيات 𝑥 𝑦ونؤكد أخيرا

لإجهاد على مقطعين بعبارة أخرى معرفة مركبات ا. من الإحداثيات تعبر عن حالة الإجهاد الفيزيائية ذاتها في النقطة المعنية من الجسم المدروس
.اثنين متعامدين تكفي لمعرفة حالة الإجهاد في النقطة أي معرفة مركبات الإجهاد على أي مقطع يمر بهذه النقطة

.في الهيدروليكقبل إنهاء هذه الفقرة لنرى تطبيق هذه العلاقات على حالتين خاصتين مرتا معكم الأولى في العناصر المحورية والثانية

 
ً
 ووفق جملة الإحداثيات . أولا

ً
𝜎𝑥: ، وجدنا أن𝑥 𝑦في العنصر المحوري المحمل محوريا ≠ 0, 𝜎𝑦 = 0 & 𝜏𝑥𝑦 = وبالتعويض في . 0

𝜎𝜉: علاقات التحويل نجد أن = 1

2
𝜎𝑥(1 + cos 2𝜑) , 𝜎𝜂 = 1

2
𝜎𝑥(1 − cos 2𝜑), 𝜏𝑥𝑦 = −1

2
𝜎𝑥 sin 2𝜑 . وهذا يوافق ما وجدناه

 
ً
.سابقا  
ً
𝜎𝑥، حالة مركبتين ناظميتين متساويتين 𝑥 𝑦لنأخذ في جملة الإحداثيات . ثانيا = 𝜎𝑦 مع مركبة مماسية معدومة(𝜏𝑥𝑦 = ولنعوض . (0

𝜎𝜉:  ذلك في علاقات التحويل السابقة لنجد = 𝜎𝜂 = 𝜎𝑥 = 𝜎𝑦, & 𝜏𝜉𝜂 = 0

ة تعرف بحالة وهذه الحال. ومن ذلك نستنتج أن المركبة الناظمية واحدة في جميع الاتجاهات والمركبة المماسية معدومة في جميع الاتجاهات
.الإجهاد الهيدروستاتيكي وتتوافق مع مفهوم الضغط المتساوي في كافة الاتجاهات من السوائل الساكنة

𝜎𝜉 = 𝜎𝑥 cos 2𝜑 + 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 2𝜏𝑥𝑦 sin 𝜑 cos 𝜑 ,

𝜏𝜉𝜂 = −(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦) sin 𝜑 cos 𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 (cos2 𝜑 − sin2 𝜑)

𝜎𝜂 = 𝜎𝑥 sin 2𝜑 + 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 2𝜏𝑥𝑦 cos 𝜑 sin 𝜑 ,

cos 2𝜑 − sin 2𝜑 = cos 2𝜑,     cos 2𝜑 =
1

2
(1 + cos 2𝜑),     sin 2𝜑 =

1

2
(1 − cos 2𝜑) ,      2sin 𝜑 cos 𝜑 = sin 2𝜙  

𝜎𝑥𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜎𝑦 𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦
𝑥

𝜑
𝜉

𝑥
𝜑

𝜉
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𝜎𝑥

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜎𝜉

𝜎𝜉

𝜎𝜂

𝜎𝜂

𝜏𝜉𝜂

𝜏𝜉𝜂

𝜑
𝑥

𝜉

Take 𝜑 = 0: 𝜎𝜉 = 𝜎𝑥, 𝜎𝜂 = 𝜎𝑦, 𝜏𝜉𝜂 = 𝜏𝑥𝑦,  but take 𝜑 = Τ𝜋 2 : 𝜎𝜉 = 𝜎𝑦, 𝜎𝜂 = 𝜎𝑥, 𝜏𝜉𝜂 = −𝜏𝑥𝑦.

Take 𝜑 = 𝜋: 𝜎𝜉 = 𝜎𝑥, 𝜎𝜂 = 𝜎𝑦, 𝜏𝜉𝜂 = 𝜏𝑥𝑦,  but take 𝜑 = Τ3𝜋 2 : 𝜎𝜉 = 𝜎𝑦, 𝜎𝜂 = 𝜎𝑥, 𝜏𝜉𝜂 = −𝜏𝑥𝑦 

2.2.1 Coordinate Transformation (Summary & Caution) 1.2.2 . (ملخص وتنبيه)تحويل الإحداثيات

𝑧

𝜎𝜉 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 +

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

𝜎𝜂 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 −

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

 𝜏𝜉𝜂=  −
1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 . 

Take 𝜑 = ± Τ𝜋 4 : 𝜎𝜉 = 1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 ± 𝜏𝑥𝑦 , 𝜎𝜂 = 1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 ∓ 𝜏𝑥𝑦, 𝜏𝜉𝜂 = ∓1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 .  

Take 𝜑 = ±3 Τ𝜋 4 : 𝜎𝜉 = 1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 ∓ 𝜏𝑥𝑦 , 𝜎𝜂 = 1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 ± 𝜏𝑥𝑦 , 𝜏𝜉𝜂 = ±1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 .  

وح؟تشكل بؤرة الخطر على الل( عظمى أو صغرى )، تبلغ فيها مركبات الإجهاد نهاية حدية 𝜑هل توجد مقاطع تحددها الزاوية : والسؤال الهام الآن

كبات تتعرض نقاط اللوح للإجهاد نتيجة الحمولات الخارجية وتتغير مر
:لتاليةالإجهاد من مقطع إلى آخر وترتبط ببعضها وفق علاقات التحويل ا
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Example 2.1 
The state of plane stress in a metal sheet is given by:  𝜎𝑥 = − 64 MPa, 𝜎𝑦 = 32 MPa and 𝜏𝑥𝑦 = −20 MPa. 

a) Display these stresses acting on an  𝑥 − 𝑦 system element. Then determine
b) The stresses in a section which is defined by 𝜑 = −300,
c) Display these stresses acting on the two directions defined by φ = −300.

𝜎𝜉 = 1
2

𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 + 1
2

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

𝜎𝜂 = 1
2

𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 − 1
2

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

 𝜏𝜉𝜂=  −1
2 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 . 
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