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𝑥
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Take 𝜑 = 0: 𝜎𝜉 = 𝜎𝑥, 𝜎𝜂 = 𝜎𝑦, 𝜏𝜉𝜂 = 𝜏𝑥𝑦,  but take 𝜑 = Τ𝜋 2 : 𝜎𝜉 = 𝜎𝑦, 𝜎𝜂 = 𝜎𝑥, 𝜏𝜉𝜂 = −𝜏𝑥𝑦.

Take 𝜑 = 𝜋: 𝜎𝜉 = 𝜎𝑥, 𝜎𝜂 = 𝜎𝑦, 𝜏𝜉𝜂 = 𝜏𝑥𝑦,  but take 𝜑 = Τ3𝜋 2 : 𝜎𝜉 = 𝜎𝑦, 𝜎𝜂 = 𝜎𝑥, 𝜏𝜉𝜂 = −𝜏𝑥𝑦 

2.2.1 Coordinate Transformation (Summary & Caution) 1.2.2 . (ملخص وتنبيه)تحويل الإحداثيات

𝑧

𝜎𝜉 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 +

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

𝜎𝜂 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 −

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

 𝜏𝜉𝜂=  −
1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 . 

Take 𝜑 = ± Τ𝜋 4 : 𝜎𝜉 = 1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 ± 𝜏𝑥𝑦 , 𝜎𝜂 = 1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 ∓ 𝜏𝑥𝑦, 𝜏𝜉𝜂 = ∓1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 .  

Take 𝜑 = ±3 Τ𝜋 4 : 𝜎𝜉 = 1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 ∓ 𝜏𝑥𝑦 , 𝜎𝜂 = 1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 ± 𝜏𝑥𝑦 , 𝜏𝜉𝜂 = ±1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 .  

وح؟تشكل بؤرة الخطر على الل( عظمى أو صغرى )، تبلغ فيها مركبات الإجهاد نهاية حدية 𝜑هل توجد مقاطع تحددها الزاوية : والسؤال الهام الآن

كبات تتعرض نقاط اللوح للإجهاد نتيجة الحمولات الخارجية وتتغير مر
:لتاليةالإجهاد من مقطع إلى آخر وترتبط ببعضها وفق علاقات التحويل ا
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2.2.2 Principal Directions and Principal Stresses 2.2.2 .الاتجاهات والإجهادات الرئيسية
𝜎𝜉 =

1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 +

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

𝜎𝜂 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 −

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

 𝜏𝜉𝜂=  −
1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 . 

، σξ, ση & τξηالإجهادمركباتأنهذهالتحويلعلاقاتتبين
.روسةالمدالنقطةفيالقطعاتجاهتحددالتي 𝜑للزاويةتوابعهي

هذه،دالإجهامركباتتجعلالتيالزاويةهذهقيمعنالآنلنبحث
.اياتالنههذهلحسابولنسعىصغرى أوعظمىحديةنهاياتفي

tan 2𝜑∗ =
2𝜏𝑥𝑦

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

:  نهاية حدية عندما يتحقق على الترتيب 𝜎𝜂& σξ:  تبلغ مركبتا الإجهاد الناظمي. 1
𝑑𝜎𝜉

𝑑𝜑
= 0 &

𝑑𝜎𝜂

𝑑𝜑
= باشتقاق العلاقتين الأولى والثانية نجد أن .  0

∓: الشرطين السابقين يفضيان إلى العبارة ذاتها 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 ± 2𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 = =𝜏𝜉𝜂: وبمقارنتها مع العلاقة الثالثة نجد أنها تكافئ. 0 0.

𝜑: نستنتج من ذلك أن الزاوية = 𝜑∗ 
 
:حسب منالتي تحدد القيمة الحدية الكبرى أو الصغرى للمركبتين الناظميتين ت

tan: فإن" tan“هو دور التابع 𝜋ولما كان  2𝜑∗ = tan(2𝜑∗ + 𝜋)لذلك توجد قيمتان ، :𝜑∗ & 𝜑∗ + Τ𝜋 ، توافقان اتجاهين متعامدين تبلغ عليهما 2
. وتنعدم عندهما مركبة الإجهاد المماس يمركبتا الإجهاد الناظمي نهاية عظمى أو صغرى 

𝜎𝜉: وبما أننا وجدنا أن المجموع + 𝜎𝜂 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 نهاية صغرى تبلغ إحدى المركبتين الناظميتين نهاية عظمى تكون الأخرى في، ثابت، نقول بأنه عندما  .

: نهاية حدية عندما يتحقق𝜏𝜉𝜂تبلغ مركبة الإجهاد المماس ي . 2
𝑑𝜏𝜉𝜂

𝑑𝜑
= 𝜎𝑥:  باشتقاق العلاقة الأخيرة نجد أن. 0 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 2𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 = 0

𝜑ومنها نستنتج أن الزاوية  = 𝜑∗∗ح
 
tan:سب منالتي تحدد القيمة الحدية الكبرى أو الصغرى للمركبة المماسية، ت 2𝜑∗∗ = −

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2𝜏𝑥𝑦

tanبمقارنة  2𝜑∗ معtan 2𝜑∗∗نجد أن ، :tan2𝜑∗∗ = −1/ tan2𝜑∗  . 2ومنه نستنتج أن𝜑∗∗ = 2𝜑∗ ± Τ𝜋 ∗∗𝜑: أي. 2 = 𝜑∗ ± Τ𝜋 4 .
ثلثية واحدة، ى نسبة ميثير هذا الاسلوب الشائع لتحديد الاتجاهات ومن ثم الإجهادات الرئيسية اشكالية تتعلق بالتحديد الأحادي للزاويتين بالاعتماد عل

.لذلك نعيد الصياغة الجبرية للعلاقات السابقة لتصبح أكثر دقة. بينما يحتاج التحديد التام لأي اتجاه إلى نسبتين مثلثيتين
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𝜎𝜉 −
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 =  

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

𝜎𝜂 −
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 = −

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

 −𝜏𝜉𝜂=  
1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 . 

𝜎𝜉 −
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 =

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 =

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2

=
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2 cos(2𝜑 − 2𝜑∗)

 𝜏𝜉𝜂=  −
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
sin 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 = −

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
sin 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2

= −
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2 sin(2𝜑 − 2𝜑∗)

cos 2𝜑∗ =
Τ𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 2

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2

=
Τ𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 2

𝜏𝑚𝑎𝑥
 & sin2𝜑∗ =

𝜏𝑥𝑦

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2

=
𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑚𝑎𝑥

𝜎𝜉 −
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
= 𝜏𝑚𝑎𝑥 cos(2𝜑 − 2𝜑∗)

𝜎𝜂 −
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
= −𝜏𝑚𝑎𝑥 cos(2𝜑 − 2𝜑∗)

 −𝜏𝜉𝜂= 𝜏𝑚𝑎𝑥 sin(2𝜑 − 2𝜑∗)

Where:     𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝜎𝑥−𝜎𝑦

2

2
+ 𝜏𝑥𝑦

2  

𝑓1 𝛼 = 𝑎 cos 𝛼 ∓ 𝑏 sin 𝛼 = 𝑐 cos(𝛼 ± 𝛽) 

Where: cos 𝛽 =
𝑎

𝑐
, sin 𝛽 =

𝑏

𝑐
, 𝑐 = 𝑎2 + 𝑏2

𝑓2 𝛼 = 𝑎 sin 𝛼 ± 𝑏 cos 𝛼 = 𝑐 sin(𝛼 ± 𝛽)

Where: cos 𝛽 =
𝑎

𝑐
, sin 𝛽 =

𝑏

𝑐
, 𝑐 = 𝑎2 + 𝑏2

𝜎1,2 =
𝜎𝑥+𝜎𝑦

2
± 𝜏𝑚𝑎𝑥 with 𝜎1> 𝜎2for: 𝜑1 = 𝜑∗ & 𝜑2 = 𝜑∗ +

𝜋

2

𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2  for: 2𝜑𝜏/𝑚𝑎𝑥 − 2𝜑∗ = −

𝜋

2
⇒ 𝜑𝜏/𝑚𝑎𝑥 = 𝜑∗ −

𝜋

4

with: 𝜎𝜉 = 𝜎𝜂 = 𝜎𝑀 =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2



Example 2.1 
The state of plane stress in a metal sheet is given by:  𝜎𝑥 = − 64 MPa, 𝜎𝑦 = 32 MPa and 𝜏𝑥𝑦 = −20 MPa. 
a) Display these stresses acting on an  x-y system element. Then determine
b) The stresses in a section which is defined by 𝜑 = −300,
c) The principal stresses and principal directions,
d) The maximum shear stress and the associated directions.

Display the stresses at an element for each case. 

𝜎𝜉 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 +

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

𝜎𝜂 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 −

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

 𝜏𝜉𝜂=  −
1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 . 

Solution:

a)

64
64

32 

32 

20

20

20

20

𝜉
𝜎𝜉 =

1

2
−64 + 32 +

1

2
−64 − 32 cos(−60o) + −20 sin −60o = −22.7 MPa

 𝜎𝜂 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 −

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 = −9.32 Mpa

 𝜏𝜉𝜂 =  −
1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 = −51.6 MPa 

22.7

22.7
9.32

9.32

51.6

51.6

MPa

MPa

x
y

x
y

b)
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Example 2.1 
The state of plane stress in a metal sheet is given by:  𝜎𝑥 = − 64 MPa, 𝜎𝑦 = 32 MPa and 𝜏𝑥𝑦 = −20 MPa. 
a) Display these stresses acting on an  x-y system element. Then determine
b) The stresses in a section which is defined by 𝜑 = −300,
c) The principal stresses and principal directions,
d) The maximum shear stress and the associated directions.

Display the stresses at an element for each case. 

𝜎𝜉 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 +

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

𝜎𝜂 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 −

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

 𝜏𝜉𝜂=  −
1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 . 

C) The principal stresses and principal directions,
𝜎𝜉 − Τ𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 2 = 𝜏𝑚𝑎𝑥 cos(2𝜑 − 2𝜑∗)

𝜎𝜂 − Τ𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 2 = −𝜏𝑚𝑎𝑥 cos(2𝜑 − 2𝜑∗)

 −𝜏𝜉𝜂= 𝜏𝑚𝑎𝑥 sin(2𝜑 − 2𝜑∗)

𝜏𝑚𝑎𝑥 = Τ𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 2
2

+ 𝜏𝑥𝑦
2  

cos 2𝜑∗ = ΤΤ𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 2 𝜏𝑚𝑎𝑥 and sin2𝜑∗ = Τ𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑚𝑎𝑥

𝜎1,2 = 𝜎𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑖𝑛 = Τ𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 2 ± 𝜏𝑚𝑎𝑥 = −16 ± 52 = 36 , −68  MPa

Solution:

𝜏𝑚𝑎𝑥 = Τ𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 2
2

+ 𝜏𝑥𝑦
2  = Τ−64 − 32 2 2 + −20 2 = 52 MPa

cos 2𝜑∗ = ΤΤ−64 − 32 2 52 = Τ−12 13 and sin2𝜑∗ = Τ−20 52 = Τ−5 13 ⇒ 2𝜑∗ = −157.38° ⇒ 𝜑∗ = −78.69°

64
64

20

20

20

20

MPa

32

32

36

68

68

36

MPa

𝜎𝑚𝑎𝑥 = 36 MPa  at 𝜑∗ = −78.69° and 𝜎𝑚𝑖𝑛 = −68 MPa  at 𝜑∗ + 90° = −78.69° + 90° = 11.31° 
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Example 2.1 
The state of plane stress in a metal sheet is given by:  𝜎𝑥 = − 64 MPa, 𝜎𝑦 = 32 MPa and 𝜏𝑥𝑦 = −20 MPa. 
a) Display these stresses acting on an  x-y system element. Then determine
b) The stresses in a section which is defined by 𝜑 = −300,
c) The principal stresses and principal directions,
d) The maximum shear stress and the associated directions.

Display the stresses at an element for each case. 

𝜎𝜉 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 +

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

𝜎𝜂 =
1

2
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 −

1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

 𝜏𝜉𝜂=  −
1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 . 

d) The maximum shear stress and the associated directions.

𝜎𝜉 − Τ𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 2 = 𝜏𝑚𝑎𝑥 cos(2𝜑 − 2𝜑∗)

𝜎𝜂 − Τ𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 2 = −𝜏𝑚𝑎𝑥 cos(2𝜑 − 2𝜑∗)

 −𝜏𝜉𝜂= 𝜏𝑚𝑎𝑥 sin(2𝜑 − 2𝜑∗)

𝜏𝑚𝑎𝑥 = Τ𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 2
2

+ 𝜏𝑥𝑦
2  

cos 2𝜑∗ = ΤΤ𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 2 𝜏𝑚𝑎𝑥 and sin2𝜑∗ = Τ𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑚𝑎𝑥

Solution:
64

64
20

20

20

20

MPa

32

32

𝜏𝑚𝑎𝑥 = Τ𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 2
2

+ 𝜏𝑥𝑦
2  = Τ−64 − 32 2 2 + −20 2 = 52 Mpa

The maximum shear stress is acting at 𝜑∗∗ = 𝜑∗ ∓ 45° = −123.69°, −33.69°  with 𝜎𝜉 = 𝜎𝜂 = 𝜎𝑀 = −16 MPa

16

16
16

16

52

52

MPa

MPa
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𝜎𝑥𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜎𝑦 𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦
𝑥

𝜑
𝜉

𝝈 =
𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦
𝝈 =

𝜎𝜉 𝜏𝜉𝜂

𝜏𝜉𝜂 𝜎𝜂

𝜎𝜉 = 𝜎𝑥 cos 2𝜑 + 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 2𝜏𝑥𝑦 sin 𝜑 cos 𝜑

𝜎𝜂 = 𝜎𝑥 sin 2𝜑 + 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 2𝜏𝑥𝑦 cos 𝜑 sin 𝜑

𝜏𝜉𝜂 = −(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦) sin 𝜑 cos 𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 (cos2 𝜑 − sin2 𝜑)

2.2.3 Mohr’s Circle 
Transformation relations 

𝜎𝜉 = 1
2 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 + 1

2 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

𝜎𝜂 = 1
2 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦 − 1

2 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 2𝜑 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜑 ,

 𝜏𝜉𝜂=  −1
2 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 sin 2𝜑 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜑 . 

𝜎𝜉 −
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
= 𝜏𝑚𝑎𝑥 cos(2𝜑 − 2𝜑∗)

𝜎𝜂 −
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
= −𝜏𝑚𝑎𝑥 cos(2𝜑 − 2𝜑∗)

 −𝜏𝜉𝜂= 𝜏𝑚𝑎𝑥 sin(2𝜑 − 2𝜑∗)

 علاقات التحويل بثلاثة أش
ً
كالكتبنا سابقا

𝜎𝜉، أي على المركبتين 𝜉نركز اهتمامنا الآن على مركبتي الإجهاد المؤثرتين على الوجه   & 𝜏𝜉𝜂 . تبين العبارتان الأولى والثالثة أن الثنائية𝜎𝜉 , −𝜏𝜉𝜂 ،

 دائرة في جملة إحداثيات محورها الأول يمثل الإجهاد الناظمي 
ً
، ومركزها في النقطة  𝜏، ومحورها الثاني هو الإجهاد المماس ي 𝜎تمثل وسيطيا

𝜎𝑥+𝜎𝑦

2
,0 ،

:، ومعادلتها الديكارتية𝜏𝑚𝑎𝑥ونصف قطرها 

𝜎𝜉 −
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2

2

+ −𝜏𝜉𝜂
2

= 𝜏𝑚𝑎𝑥
2
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𝜎𝜉 − 𝜎𝑀
2

+ −𝜏𝜉𝜂
2

= 𝜏𝑚𝑎𝑥
2

𝜎𝑀 =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
𝜏𝑚𝑎𝑥

2 =
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2

𝜎𝑥𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦





M

𝜎𝑀 = 1
2(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦)

x

𝑃(𝜎𝑥, −𝜏𝑥𝑦)

y

The state of stress at a point 
is known in the x , y system

Drawing the Mohr’s Circle

1. Draw two perpendicular axes   &  , with the same scale.

2.  In the system  ,  ; locate points 𝑃 (𝑥 , −𝑥𝑦 ) & 𝑃 (𝑦 , 𝑥𝑦 ).

3. Draw line 𝑃𝑃 , to intersect the axis 𝜎  at the point (𝜎𝑀, 0) . 

4. Draw a circle with(𝜎𝑀, 0) as centre and passing through 𝑃  &  𝑃 .

5. From the figure observe that: 𝜎𝑀 = 1

2
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦).

6. And the radius is:  

 𝑥
𝑦

 

−


𝑥
𝑦

 

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2

𝑃′(𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦)
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𝜎𝑥𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑥𝑦





M

x

P (x  , −xy )

P(y  , xy )

y

Using Mohr’s Circle

1. To determine the stresses in the 𝜉 , 𝜂 system making an 
angle   with x , y system.   
At the circle rotate the diameter PP’  by an  angle 2   in the 
opposite direction of , to QQ’.  The two points Q  & Q’, 
represent the 𝜉 , 𝜂 system.  

The state of stress at a point 
is known in the x , y system

x

y

𝜉

𝜂

Q (𝜉, −𝜉𝜂 )

Q (𝜂,𝜉𝜂 )



2

𝜉

𝜂

2. Principal stresses and principal directions.

1
2

2*

2**

max 

−max 3. Maximum shear stress and its directions.
    Maximum shear stress 𝜏𝑚𝑎𝑥 , at  𝜑∗ − 𝜋

4
 with 𝑥

𝜎𝜉 − 𝜎𝑀
2

+ −𝜏𝜉𝜂
2

= 𝜏𝑚𝑎𝑥
2

𝜎𝑀 =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
𝜏𝑚𝑎𝑥

2 =
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2

2

+ 𝜏𝑥𝑦
2

(M ,−max )

(M ,max )

Maximum normal stress 𝜎1 , at 𝜑∗with 𝑥
Minimum normal stress 𝜎2 , at 𝜑∗ + 𝜋

2
 with 𝑥
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Three special cases 
Uniaxial tension 

σx =σ0 > 0, σy = 0, τxy = 0

pure shear 

σx = 0, σy = 0 & τxy = τ0 

hydrostatic stress state 

σx =σy = σ0 &τxy = 0 

σξ = ση = σ0

σ1 = τ0 & σ2 = -τ0

at  =45◦

τmax = σ0/2

at  =45◦
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Example 2.3 The stresses 𝜎𝑥 = 20 MPa, 𝜎𝑦 = −14 MPa and 𝜏𝑥𝑦 = 8 MPa 
in a metal sheet are known. 
(a) Determine the principal stresses and their directions.
(b) Determine the maximum/minimum shear stresses and their directions. 
(c) Display the state of stress on the 𝑥𝑦 directions, on the principal directions 

and on the max/min shear stresses.
(d) Verify your graphic results using your calculator and the transformations 

equations as appearing on the Mohr circle.

Example 2.4 A plane stress state is given by the principal stresses 𝜎1 = 30 MPa and 
𝜎2 = −10 Mpa, seeFig. 

a) Determine the stress components in a 𝜉, 𝜂-coordinate system which is inclined by 
45o with respect to the principal axes. 

b) Using Mohr’s circle, determine the rotation angle α of an 𝑥, 𝑦-coordinate system 
where 𝜎𝑦 = 0 and 𝜏𝑥𝑦 < 0. Calculate 𝜎𝑥 and 𝜏𝑥𝑦. 
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Example 2.4 The stresses 𝜎𝑥 = 20 MPa, 𝜎𝑦 = −14 MPa and 𝜏𝑥𝑦 = 8 MPa 
in a metal sheet are known. Using Mohr’s circle
(a) Determine the principal stresses and their directions.
(b) Determine the maximum/minimum shear stresses and their directions. 
(c) Display the state of stress on the xy directions, on the principal directions 

and on the max/min shear stresses.
(d) Verify your graphic results using your calculator and the transformations 

equations as appearing on the Mohr’s circle.




𝑃(20, −8)

𝑃′(−14, 8)

(𝟑, 𝟎) 1=252 =-16

(6,−19)

(6 ,-19)

2 ∗= 25

20
20

14

14

8

8

21.8

21.8

15.8

15.8

18.8
18.8

66

6
6

xy directions Principal directions max/min shear directions

𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝜎𝑥−𝜎𝑦

2

2
+ 𝜏𝑥𝑦

2 = 18.8 MPa,  𝜎1 =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
+ 𝜏𝑚𝑎𝑥 = 21.8 𝑀𝑃𝑎, 𝜎2 =

𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
− 𝜏𝑚𝑎𝑥 = −15.8 𝑀𝑃𝑎

cos 2𝜑∗ =

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
𝜏𝑚𝑎𝑥

= 0.904, sin 2𝜑∗ =
𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑚𝑎𝑥
= 0.426, 2𝜑∗ = 25.3°, 2𝜑∗∗ = 2𝜑∗ − 90° = −64.7°
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 [MPa]

 [MPa]

1 =252 =9

𝑃(20, −8)

𝑃′(14, 8)

(𝟏𝟕, 𝟎)

(17,−9)

(17, 9)

20
20

14

14

8

8

xy directions

25

25

9

9

Principal directions max/min shear directions

17

17

17

17 9
9

1. Draw the Mohr’s circle representing 
this stress state.
2. Determine the principal stresses and 
their directions.
3. Determine the max/min shear 
stresses and their directions. 
4. Display the state of stress on the xy 
directions, on the principal directions 
and on the max/min shear stresses.

The stresses 𝜎𝑥 = 20 MPa, 𝜎𝑦 = 14 MPa & 𝜏𝑥𝑦 = 8 MPa, in a metal sheet are known. 
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